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RESUMO

LEITAO, Franklin D. C. Métodos sem malha: aplicagbes do método de Galerkin
sem elementos e do método de interpolacdo de ponto em casos estruturais.
Brasil. 2010. 95 f.

Dissertacédo (Mestrado em Engenharia Mecanica) — Faculdade de Engenharia
Mecanica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2010.

Apesar de serem intensamente estudados em muitos paises que camin-
ham na vanguarda do conhecimento, os métodos sem malha ainda sdo pouco
explorados pelas universidades brasileiras. De modo a gerar uma maior di-
fusdo ou, para a maioria, fazer sua introducao, esta dissertacao objetiva efetuar
o entendimento dos métodos sem malha baseando-se em aplicagcbes atinentes
a mecanica dos sélidos. Para tanto, sdo apresentados os conceitos primarios
dos métodos sem malha e o seu desenvolvimento histérico desde sua origem
no método smooth particle hydrodynamic até o método da particdo da unidade,
sua forma mais abrangente. Dentro deste contexto, foi investigada detalhada-
mente a forma mais tradicional dos métodos sem malha: o método de Galerkin
sem elementos, e também um método diferenciado: o método de interpolacéo
de ponto. Assim, por meio de aplicagdes em andlises de barras e chapas em
estado plano de tensao, sdao apresentadas as caracteristicas, virtudes e deficién-
cias desses métodos em comparagao aos métodos tradicionais, como o método
dos elementos finitos. E realizado ainda um estudo em uma importante area de
aplicacao dos métodos sem malha, a mecanica da fratura, buscando compreen-
der como é efetuada a representacdo computacional da trinca, com especiali-
dade, por meio dos critérios de visibilidade e de difracdo. Utilizando-se esses
critérios e os conceitos da mecénica da fratura, é calculado o fator de intensi-
dade de tensao através do conceito da integral J.

Palavras-chave: Método de Galerkin sem elementos, minimos quadrados moveis,
método de interpolacdo de ponto, trinca, mecanica da fratura, critério de visibili-
dade, critério de difracéo.



ABSTRACT

Although the meshless methods are deeply researched in many countries
that are in state of art of scientific knowledge, these methods are still unknown
by many brazilian universities. So that spreading out that knowledge or, for many
people, introducing them to the subject, this work tries to understand the mesh-
less methods on solid mechanic applications. To reach this objective, basic con-
cepts of meshless methods and their historic development are introduced since
their origin in smooth particle hydrodynamic until partition of unity method, their
more general form. In this context, the traditional form of meshless method was
deeply investigated: element free Galerkin method and also another different
method: point interpolation method. So, advantages and disadvantages, com-
paring to finite elements methods, are shown by analyses in bars and plates in
state of plane stress. This work also researched an important area of meshless
application, the fracture mechanics, to understand how a crack is computationally
represented, particularly, with visibility and diffraction criteria. By these criteria
and using fracture mechanics concepts, stress intensity factor is calculated by J-
integral concept.

Keywords: Element free Galerkin method, moving least square, point interpola-
tion method, crack, fracture mechanics, visibility criterion, diffraction criterion.
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CONSIDERACOES INICIAIS

Os métodos sem malha, também chamados de métodos de particulas,
sdo métodos numéricos de resolucado de equagdes diferenciais com condi¢des
de contorno ou iniciais, que usam a subdivisdo do dominio em subdominios con-
tendo pontos nodais ou particulas dos quais, a partir de um valor médio segundo
algum critério de aproximacao, se obtém valores pontuais. Diferente do método
dos elementos finitos (MEF) que subdivide o dominio em subdominios denomi-
nados elementos que compartilham nés e lados com os vizinhos, nos métodos
sem malha, os subdominios séo regides parcialmente superpostas e que cercam
cada uma das particulas, além de apresentarem pontos comuns sem conexdes
de fronteira. Cada subdominio esta associado a um determinado ponto nodal
sendo, por esta razdo, também conhecido como dominio de influéncia. Outra
diferenca em relacado aos métodos tradicionais é o critério de aproximagao. Este
€ calculado em fungéo de valores dos pontos dispersos no subdominio, sendo
o valor da funcédo de cada ponto individualmente afetado pelos pontos de sua
regiao circunvizinha, ou seja, de seu dominio de influéncia. Desse modo, 0s
métodos sem malha ndo usam a subdivisdo do dominio em elementos com inter-
polac&o de seus valores nodais para obtencao de valores no interior do mesmo, e
sim trabalham com média dos valores pontuais dos seus dominios de influéncia
e nao utilizam a classica malha de elementos. Esta caracteristica torna sufi-
ciente aos métodos sem malha o uso de uma malha somente para fins de in-
tegracdo, desvinculando-a da distribuicdo de pontos nodais. Assim, os pontos
nodais séo distribuidos aleatoriamente, sem compromisso algum com a malha
de integragdo. Contudo, a distribuicdo de pontos nodais € costumeira e erronea-
mente chamada de malha de distribuicdo nodal. E por serem oriundos de uma
abordagem matematica de resolucao de equacdes diferenciais, os métodos sem
malha podem ser aplicados a qualquer area do conhecimento onde este campo
da matematica se faga necessario, como tais, as areas fluidas, térmicas, estrutu-
rais etc.

Dentro desse contexto, visando o entendimento dessa nova ferramenta
numeérica, esta dissertacao busca realizar o estudo dos métodos sem malha us-
ando abordagens atinentes a mecéanica dos soélidos. Os resultados obtidos por
essa analise sao cotejados com resultados analiticos de problemas estruturais.
Para atingir esse objetivo foi utilizado o software MATLAB, cujos direitos autorais
pertencem a empresa THE MATHWORKS.

Por haver diversas vertentes de pesquisa dos métodos sem malha, muitos
de seus entraves ainda néo foram totalmente resolvidos, e, portanto, ainda néo
existe um procedimento categorico de resolugao como ocorre para 0 método dos
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elementos finitos. Assim, comparando-se diversas técnicas, cada uma apresenta
respectivas vantagens e desvantagens. Fazendo alusdo a esse método de van-
guarda, este trabalho apresenta um carater pioneiro na Universidade do Estado
do Rio de Janeiro e se justifica pelo legado a ser deixado por meio da descricao
e utilizacdo de uma ferramenta poderosa e ainda pouco difundida. Justifica-se,
também, pela contribuicdo a comunidade cientifica de outras implementa¢des do
tema e da maior divulgacdo para um assunto ainda em evolugdo. Assim, esta
dissertacao contribui para um incremento na quantidade de pesquisadores que
acompanham essa area de conhecimento e cria alicerces para sua massificacao
e dominio.

O desenvolvimento desta dissertacao sera efetuado da maneira que se
segue. Neste capitulo, os métodos sem malha serdo apresentados e terdo suas
principais caracteristicas comentadas, de modo a fazer uma introdugéo ao as-
sunto e uma distincdo em relagdo a outros métodos de resolucdo numérica
de equacdes diferenciais. Ainda neste capitulo, sera citado o objetivo e a im-
portancia do assunto, assim como a contribuicao deste trabalho e um histérico
do desenvolvimento do assunto. No capitulo |l sera efetuado o estudo de algu-
mas vertentes dos métodos sem malha conduzindo a composi¢cao das respec-
tivas funcdes de forma e destacando suas virtudes e deficiéncias. No capitulo
[ll serdo tratados topicos pertinentes a Mecanica da Fratura, introduzindo-se
um acompanhamento histérico, simultaneamente a apresentagdo de conceitos.
Nesse mesmo capitulo serd apresentada a origem e o desenvolvimento do cal-
culo computacional dos modos de fratura, assim como a separacdo dos modos.
No capitulo IV serdo mostradas a origem do método de Galerkin sem elementos
e outros métodos que conduzem a resolugao de sistemas de equacdes algébri-
cas. No capitulo V seréo tratadas as formas de introducédo de trincas computa-
cionalmente. Como assunto derradeiro, mas o de maior importancia, os resul-
tados obtidos serdo apresentados no capitulo VI, indicando a eficacia dos méto-
dos sem malha na resolucao de problemas estruturais. No capitulo VII seréo
apresentadas as conclusdes. Vale ressaltar que, nas equagbes e expressdes
matematicas contidas nos capitulos desta dissertacao, variaveis representativas
de vetores e matrizes serdo escritas em negrito de modo que sejam diferenciadas
das demais associadas a escalares.

Comparacao com outros métodos numéricos

Iniciados acerca de trés décadas, os métodos sem malha vem crescendo
em importancia na mesma medida que maiores esforcos de pesquisa vem sendo
aplicados ao seu desenvolvimento. Esse impulso adveio da necessidade de re-
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solver inconvenientes de métodos convencionais, tais como o dos elementos fini-
tos e o das diferengas finitas. Esses entraves sao oriundos dos processos de
grandes deformacdes e de modificacées estruturais relacionados a problemas
de carater localizado, como as alteracdes necessarias a uma malha tradicional
de elementos durante um processo de propagacado de trincas ou de impacto
balistico. A maioria das estratégias para tratamento de descontinuidades méveis
em métodos tradicionais é baseada na reconstrucao da malha em cada passo da
evolucao, obrigando a confeccao de programas de ajustes de malha para fazer
com que suas linhas permanegam coincidentes com a descontinuidade durante
o encaminhamento do problema. Isto introduz numerosas dificuldades, tais como
a necessidade de projetar ajustes entre malhas em sucessivos estagios do prob-
lema, degradando a acuracia e gerando um acréscimo no tempo computacional
associado as inumeras reconstru¢des de malha. De modo a contornar esse prob-
lema, os métodos sem malha objetivam eliminar pelo menos parte dessa estru-
tura pela construgéo de aproximagdes inteiramente em termos de nés, tratando
com distingdo a composicao dos nds atinentes ao processo de integracéo e a
do célculo de aproximacao da funcdo a ser avaliada, e, portanto, ndo ha a ne-
cessidade de reconstrucao de malha por nao existir a entidade elemento. Dessa
forma, o movimento de descontinuidade pode ser tratado sem as sucessivas re-
construcdes da malha atinentes ao MEF.

De modo a se ter uma visualizacdo primaria de como sao realizadas
as aproximagdes em todo o dominio para esses métodos, seja u uma funcéo
definida em um dominio © no R! estendendo de x; a x,,. Essa funcgéo é calculada
pela juncdo de aproximacdes u; avaliadas na posicao de seu respectivo nd x;,
em funcdo dos nds contidos em cada subdominio ou dominio de influéncia ;.
E interessante ressaltar que ndo ha a necessidade de um espacamento nodal
regular, assim como o dominio de influéncia ndo necessariamente deve ser igual
ao dobro do espacamento nodal, podendo englobar mais nés que somente os
vizinhos diretos, contrastando com o MEF. A figura 1 mostra a composi¢ao das
aproximacoes locais u; € de seus respectivos dominios de influéncia §2; ao longo
do dominio €2, onde x; representa a posicao do né i ao longo do dominio.

Uma caracteristica comum a diversos métodos sem malha € o uso da
funcao peso. A funcédo peso € uma fungéo com valores positivos no seu respec-
tivo dominio de influéncia e nula no restante do dominio. Por esta razao, a fungéo
peso é definida para ter um suporte compacto, ou seja, o dominio de influéncia
sobre o qual a mesma é nao nula é pequeno relativo ao restante do dominio.
Além disto, lembrando-se que cada suporte €2; € associado a um no i, os valores
da funcéo peso sdo, em geral, crescentes a medida que se aproxima de seu n6
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X1 Xa s Xy X5 Xi Xnz X1 Zn
Ql Q4 Qi Qn—l
Figura 1: Composigdo dos subdominios recobrindo o dominio

definido no R*.

associado. Isto ocorre de modo a fazer com que as contribuicées do dominio de
influéncia para os valores da variavel u avaliada tenham maior relevancia préx-
imo ao né. Em razdo da existéncia das funcdes de suporte compacto, o dominio
de influéncia ou subdominio tem uma terceira denominacgéao, a de suporte com-
pacto. Na figura 2 € apresentada uma composi¢ao de dominios de influéncia no
R?, onde o dominio é subdividido em diversos dominios de influéncia circulares
que se sobrepdem.

Figura 2: Sobreposi¢cao de subdominios €2; compondo o dominio 2.

Historico

O primeiro método sem malha que foi estudado continuamente é con-
hecido como smooth particle hydrodynamic (LUCY, 1977), aplicado em mode-
lagem de fendmeno astrofisico sem contorno, tais como explosdo de estrelas e
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nuvens de poeira. Posteriormente, foi criada a aproximacao dos minimos quadra-
dos moveis, sendo (NAYROLES; TOUZQOT; VILLON, 1992) os primeiros a usar
essa aproximagao no método de Galerkin, chamando-a método do elemento di-
fuso. Esse método foi refinado e modificado por (LU; GU; BELYTSCHKO, 1994),
introduzindo ainda o recurso dos multiplicadores de Lagrange, renomeando-o
método de Galerkin sem elementos. Essa classe de métodos € consistente,
conseguindo representar com precisao as fungdes utilizadas em sua base e, na
forma proposta, muito estavel, embora substancialmente mais demorada quanto
ao processamento que o smooth particle hydrodynamic.

Posteriormente, um avango ocorreu pelo entendimento destes métodos
por intermédio dos trabalhos de (DUARTE; ODEN, 1996) e de (BABUSKA; ME-
LENK, 1995). Esses pesquisadores perceberam que os métodos baseados nos
minimos quadrados mdveis sdo casos especificos do método da particdo da
unidade, capacitando-os a propor uma extensdo dessas aproximacoes.

Uma abordagem interessante do método da particdo da unidade € nomea-
da método de interpolacao de ponto apresentado por (LIU; GU, 2003). Nesse
método € utilizado o carater local da aproximacao para formar subdominios pela
selecado dos pontos mais préximos e em numero suficiente para compor uma
base polinomial estipulada.

Neste trabalho serdo seguidas duas vertentes, a primeira baseada no
método de interpolacdo de ponto e a ultima voltada para um método mais tradi-
cional, o método de Galerkin sem elementos. Utilizando-se essas vertentes, sao
obtidos resultados de casos estruturais unidimensionais e bidimensionais, além
de efetuado o célculo do fator de intensidade de tensdo para uma chapa em
estado plano de tensao.



1 FUNCOES DE APROXIMACAO APLICADAS

1.1 Critérios de aproximacao classicos

Neste capitulo serdo apresentados critérios de aproximacao de funcoes
aplicados aos metodos sem malha. Serda introduzido, primeiramente, o método
dos minimos quadrados méveis (MQM) que é a base do método de Galerkin
sem elementos apresentado em capitulo vindouro. Além disto, sera visto que o
método dos minimos quadrados méveis € um caso particular do método da par-
ticdo da unidade, comentado ainda neste capitulo. Serao feitas referéncias, tam-
bém, aos métodos smooth particle hydrodynamic e de interpolagcao de pontos.
O primeiro devido a sua importancia histoérica e pela procura de entendimentos
preliminares dos métodos sem malha, e o segundo por possuir um ponto de vista
mais atual.

1.1.1  Minimos quadrados méveis (MQM)

De modo a seguir uma ordem didatica e nao a cronoldgica, o0 método
MQM é apresentado primeiramente, pois além de ser uma abordagem classica
dos métodos sem malha, tem todas as nuances necessarias a uma apresen-
tacdo primaria. Entao, para se aproximar uma funcao u(z) utiliza-se uma base
de fungdes p(z) tais como:

p’(z) = [1,z,2?% ...,2"] em uma dimensé&o.

pr(X) = [1,z,y, 2% zy,y? 2°, ..., 2", zy" !, y"] em duas dimensdes com x =
[, y].

Utiliza-se também uma funcdo peso w, positiva em seu suporte e nula
no restante do dominio. Os suportes podem ser circulares ou retangulares e,
quando aplicados em métodos sem malha, sdo coincidentes com os dominios
de influéncia de seus respectivos nés. Assim, considerando-se, primeiramente,
funcbes peso isotrdpicas e polares com suporte circular, essas sao calculadas
em funcédo de uma variavel S de valores pertencentes ao dominio dos numeros
Reais. A variavel S é definida como a divisao entre a distancia s do n6 de refer-
éncia até outro pertencente ao dominio pelo raio do suporte s,.,4.. S é dado,
portanto, como:

S = $/Smax

Onde s = ((In - xpcmto avaliado)2 + (yn - yponto avaliado)2)1/2
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Trés fungdes sdo comumente usadas como fungao peso: as exponenciais,
a spline cubica e a spline quartica e sdo apresentadas na tabela a seguir para
um s,.q. determinado.

Tabela 1: Exemplos de fun¢des peso

Funcao Peso Representacao Intervalo
Exponencial: | w(.5) e~ (S/a)x(S/a) S <1
0 S>1

Spline cibica: | w(S) 2/3 —45% + 483 S <1/2

4/3 —48+45%—-4/35%11/2< S <1

0 S>1
Spline quértica: | w(S) | 1— 65?4853 — 354 S <1
0 S>1

A funcao peso w de suporte retangular, diferentemente da primeira, tem
um raio de suporte e uma funcao peso para cada dire¢do, sendo a funcéao peso
final representada pelo produto:

w(d) = w(dy, dmiz) W(dy, dmiy)

com

1-— diz dmix 27 diw < dmix
0, se dip > dpmis

(d d ) 1— (diy/dmiy)27 se diy S dmiy
w y Umiy ) =
vy 0, se diy > dmiy

tal que d,.i. © dny representam os raios dos suportes nas dire¢ées dos
eixos ortogonais e as variaveis d, e d, s&o expressas pela equagdo que se segue:

dy = diy/ dmiy

A origem do método MQM advém da minimizagdo do residuo entre a
funcdo u que se deseja aproximar a partir de uma distribuicao nodal e a aproxi-
macao:
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u(x) = p’(x,) a(x) (1.1)

Assim, utilizando-se a fun¢ao peso de suporte circular w(S, s,,4.) para um
determinado s,..., tem-se que os coeficientes contidos em a, expresso pela
equacdao 1.1, serdo avaliados com base na derivagdo da equacéao a seguir:

R=3" u(S)(P" (%) a0 - u(x,)F’ (12)
i=1
onde
w;(S) > 0em;, onde S = S(xX —X;);
w; = 0 fora de Q;;
n € o numero de nos.

Derivando-se a expressao 1.2 em relacao a a obtém-se:

n

fl_fj =23 P (%) wi(S) P(x:) alx) — 23 P (X:) wi(S) u(x,)

E de modo a se ter o minimo da funcao R, a expressao supracitada deve
ser igualada a zero, obtendo-se o0 seguinte sistema algébrico de equagdes:

Z P’ (x;) wi(S) p(x;) a(x) = Z P’ (x:) wi(S) u(x;) (1.3)
i=1 i=1
Na equacéo 1.3 sdo destacados e definidos os termos que se seguem
A=) p"(x) wi(S(Xx—x)) p(X;) (1.4)
=1
B=> p"(%) wi(S(x—x)) (1.5)
=1

Substituindo-se as matrizes A e B na equacao 1.3 chega-se ao sistema
algébrico:
A a=Bu (1.6)

Os coeficientes contidos em a, solucao do sistema algébrico representado
pela expressao 1.6, sdo os valores que minimizam a variavel R expressa pela
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equacao 1.2 segundo a aproximacado dos minimos quadrados méveis. Logo,
chega-se a:

n m

W= i (0(ATHX) BX))rur = > r(X) uy (1.7)
I=1 j=1 I=1

onde m é o numero de fungdes que compdem a base p e ¢;(x) séo as
funcbes de forma da aproximagao dos minimos quadrados mdéveis definida pela
formula

m

o1(%) =D p;(X)(A~'(%) B(x));s (1.8)

Jj=1

e as derivadas podem ser obtidas conforme a equacgao

m

¢ri = Z(pj,i(A_l B);r + Pj(Ang + A7'B,);1) (1.9)

j=1
onde
A'=-ATA AT
em que o indice apds a virgula indica uma derivada espacial.

Reescrevendo-se as equacdes 1.4 e 1.5 na forma matricial obtém-se, re-
spectivamente:

A=P'wP (1.10)
B=P'w (1.11)
Entao tem-se o sistema:
A a=Bu

Assim, os coeficientes pertencentes ao vetor a que satisfazem a aproxi-
magao dos minimos quadrados moéveis na forma matricial para cada (2; séo de-
scritos por:

a=A"'Bu (1.12)

onde
A(x) = P"w(S)P

B(x) = P"w(S)
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As matrizes P e w(S) sdo descritas como:

p1(X1) pa(X1) pa(Xi)
p1(X2) pa2(Xa) pa(X2)
p1(X3) pa(X3) p3(Xs)

N

w1 0
0 wWo
WS =10 o0 W
3

Dai, a aproximacao u(x) expressa pela equagao 1.7 se escreve:

u(x) = i dru;r =@ (X)u (1.13)

em que

o’ = [01(X), p2(X), ..., Pn(X)] = pT(x) A‘l(x) B(x) (1.14)

onde @ sao as fungdes de forma do MQM.

Conforme sera visto mais adiante, o critério de aproximacao baseado no
MQM sera aplicado ao método de Galerkin sem elementos, chegando-se a um
sistema de equacdes algébricas em que a matriz dos coeficientes é denominada
matriz de rigidez e o vetor dos termos independentes é o vetor for¢ca, de modo
similar ao método de Galerkin aplicado ao método dos elementos finitos. Em se
tratando do célculo da matriz de rigidez, o célculo de @ é feito em cada ponto
de Gauss que compdem as células de integracdo no dominio, acrescentando-se
suas contribuicdes ao componente da matriz correspondente aos nés envolvidos.
Esses nés sdo os de referéncia (onde a fungédo peso tém valor maximo) e os que
sdo pertencentes aos seus respectivos dominios de influéncia onde a funcao
peso w atua e possui valores positivos. O dominio de influéncia se comporta
similarmente a uma nuvem de pontos para cada né de referéncia. A figura 3
ilustra os suportes para cada nd avaliado cobrindo os nds pertencentes ao seu
dominio de influéncia agora com suporte retangular.

Vale observar que os coeficientes do vetor a sdo fungdes de x, portanto,
um sistema algébrico deve ser resolvido em toda posicdo que for desejada a
aproximacao, justificando assim o nome "mével". Outra caracteristica importante
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Figura 3: Composicdo do dominio 2 por meio da justaposicao dos
suportes de cada particula.

€ a de que, caso os componentes da diagonal da matriz peso w sejam unitarios,
o MQM degenera-se no método dos minimos quadrados tradicional ou, ainda,
se ocorrer a coincidéncia do dominio de influéncia com o espagamento nodal
ao redor do n6 avaliado o MQM degenera-se no MEF. Essa ultima situacao é
ilustrada na figura 4.

#
® W ®
& @
& #
. »
* » » * *

Figura 4: Dominio de influéncia do n6 1 englobando os espacamen-
tos nodais adjacentes.

Levando-se em consideragdo que consisténcia é a capacidade de re-
produzir uma base de fungdes de determinada ordem, tem-se que, segundo
(MENDEZ, 2001), o método MQM é consistente para as fungcbes polinomiais
componentes de sua base. Assim, se a base é completa em um polinémio de
ordem Kk, a consisténcia evidentemente é extensiva a suas derivadas, mesmo no
contorno do dominio. Entdo, se a base p;(x) inclui os monémios lineares e con-
stantes, a consisténcia linear é satisfeita. De acordo com (FLEMING et al., 1996),
esta reproducgéo vale para qualquer fungao componente de sua base, sendo to-
das representadas exatamente pelo método. Caso se inclua funcdes com carac-
teristicas especificas de um problema na base de funcées do método de aproxi-
macao MQM, essa também podera ser reproduzida. Esse tipo de acréscimo de
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funcdes com caracteristicas especificas na base do MQM é denominado intro-
ducédo de base intrinseca. Em contrario, nomeia-se de base extrinseca. Essa
formulacao atinente a introducao de fungdes de base representativas do assunto
em estudo serd comentada mais adiante.

A principal deficiéncia da metodologia de aproximacdo MQM é o fato
dessa ndo gerar uma fungéo de interpolagéo, pois suas fungbes de forma néo
satisfazem a propriedade da fungéo delta de Kronecker, ou seja, ¢;(X;) # d;;. As-
sim, para essa aproximagao, as condigdes essenciais ou condi¢des de contorno
de Dirichlet ndo podem ser aplicadas diretamente. De modo a contornar essa
dificuldade, existem as seguintes estratégias que tornam possivel a imposicao
dessas condi¢des de contorno:

a. Utilizacao de multiplicadores de Lagrange
Essa estratégia aplica-se a forma fraca da equacao linear de elasticidade.
E a de maior precisdo, mas tem a desvantagem de gerar matrizes muito
grandes, além de esparsas e sem uma banda demarcada (BELYTSCHKO;
LU; GU, 1994).

b. Utilizacao de fungdes penalidade
Essa € a estratégia mais usada, pois apresenta grande precisdo. Sua
desvantagem se deve a exigéncia de testes numéricos para avaliar a pe-
nalizacao necessaria.

c. Acoplamento com MEF
Utiliza a caracteristica de que a aproximacao MQM equivale ao método dos
elementos finitos convencional quando o dominio de influéncia é de apenas
um elemento (LACROIX; BOUILLARD, 20083).

d. Aplicagédo de funcbes de peso singulares
Sao aplicadas funcdes peso singulares para aquisicdo das propriedades
da fungéo delta de Kronecker, modificando as originais fun¢des de aproxi-
macao.

1.1.2  Smooth particle hydrodynamic (SPH)

Este método € baseado na idéia da funcao delta de Dirac que aproxima
uma determinada fun¢ao u por meio da equacgao:

u(X) ~ uf(X) = /w(S(X — X*), Smaz) w(X*) dQx (1.15)

onde
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. u(x) & a funcdo a ser avaliada;

. u”(X) é a aproximagao da fungao;

. w é a funcéo peso;

. Smaz € chamado de medida do suporte.

O suporte s,,4, define a regidao a partir do ponto x considerado onde a
funcdo peso atua. E interessante notar que a integragéo é realizada utilizando-se
a variavel x* associada a um conjunto de pontos ao redor do ponto de referén-
cia x e que, em modelagem de fendbmeno astrofisico, u pode ser utilizado para
representar a massa especifica de uma estrela. Em virtude da idéia primaria, a
medida que s,,., tende para zero, w(S(x — X*), sma.) tende para a fungé@o delta
de Dirac, valendo a igualdade:

u(X) ~ u”(X) = /5(x — X*) u(X*) dSy

De acordo com (MONAGHAN, 1982), é necessario que o peso w satisfaca as
seguintes condicdes:

a. w(S(X —X*), S;az) > 0 sobre um subdominio Qy;

b. w(S(X — X*), s;ma.) = 0 fora do subdominio Qy;

c. a propriedade de normalizagdo: [, w(S(X — X*), Spmae) dQ = 1;

d. w(S(X —X*), s;me:) € uma fungdo mondétona decrescente e s = ||x — x*||;

e. w(S(X —X*), smar) — delta de Dirac se s, — 0.

A segunda condi¢cdo é a que capacita a aproximacao ser gerada a partir
de uma representacéo local, isto é, u”(x) vai depender apenas dos valores de
u nos nés que estdo no dominio de influéncia para o qual w(S(X — X*), S;n4z) €
nao nulo. A terceira condicao surge a partir da consisténcia, embora ela nao
garanta a consisténcia da forma discreta da aproximacdo. (MONAGHAN, 1982)
notou que a aproximacao u”(X) pode ser vista como a base de um procedimento
de interpolacao. Para descricdo na forma discreta da aproximacao SPH em uma
dimenséo, a quadratura pode ser obtida por meio da regra do trapézio:

n

u(X) ~ B (X) = ) w(S(X = X;), Smaz)u(X;) AX; (1.16)

i=1
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onde Ax; = (X; — X;_1)/2 para um conjunto de nés numerados sequencial-
mente.

Compondo a equacgao 1.16 com base nas funcdes de forma:
uf(X) =) di(X)u(x;) (1.17)
=1

i = w(S(X — X;), Smaz) AX; (1.18)

Note que, usualmente, u”(x;) # wu(X;), portanto, ao se aplicar o método
SPH os parametros u”(x;) ndo podem ser tratados exatamente como valores
nodais, nao satisfazendo a propriedade da fungcao delta de Kronecker. Assim
como no MQM, devem ser usadas estratégias especiais para impor as condicdes
de contorno de Dirichlet.

1.1.3  Particdo da unidade (PU)

Os métodos sem malha podem ser baseados também nas particbes da
unidade. Segundo (FLEMING et al., 1996), esta abordagem foi desenvolvida por
(BABUSKA; MELENK, 1995) e (DUARTE; ODEN, 1996). A particao da unidade
descreve que um dominio é coberto por uma sobreposicao de subdominios €,
em que cada um é associado a uma funcao ¢; e tem a seguinte propriedade:

Z@(X) =lem
=1

Lembrando-se da caracteristica do método MQM de reproduzir com ex-
atiddo qualquer polinbmio de ordem menor ou igual a da sua base polinomial
utilizada, conclui-se que essa regra vale para a um polinémio de ordem zero. As-
sim, fungdes MQM de ordem zero, <°(x) = w(x — X;)/ >_7 w;(X — X;), conhecidas
como fungdes de Shepard, e fungdes MQM de ordem k, ¢*(x), para qualquer k,
sao particées da unidade pois geram fungdes até ordem k inclusive a de ordem
0. Além do MQM, varios outros métodos podem ser reconhecidos como casos
particulares do método da particdo da unidade, tais como 0 método SPH e o dos
elementos finitos com fun¢des de forma Lagrangeana.

A idéia basica nos métodos da particao da unidade € usar funcdes de
forma oriundas do MQM para combinar com fungdes contendo informacdes das
caracteristicas do problema estudado. Por exemplo, para o caso de analise de
trinca, na regido ou dominios de influéncia onde essa se encontra, é efetuado
o enriquecimento pela incorporagcdo de fungcdes que fazem parte da solugéo
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analitica do problema, multiplicando-as pelas fungbées MQM originais.

O método dos elementos finitos generalizados com fungdes Lagrangeanas
também é um caso particular da particao da unidade. Esse método tem como
vantagem ser igual ao método dos elementos finitos em diversos aspectos, como,
por exemplo, a utilizagdo da malha de distribuicdo nodal idéntica a de integracao,
além do processo de integracao numeérica. Nesse método, realiza-se o enriquec-
imento dos nés préximos a regiao de singularidade com uma base de funcoes
gue contém informagdes do problema. Por ser semelhante ao MEF, o método
dos elementos finitos generalizados permite aplicar as condigdes de contorno
de Dirichlet diretamente, desde que essas nao coincidam com a regidao enrique-
cida. Quanto a construcao das funcoes de forma, essa se diferencia apenas na
regidao enriquecida pela inclusdo da nova base de fungdes. A desvantagem do
método esta na necessidade de um pré-conhecimento do fenémeno fisico para
a sua aplicacao, ou seja, de saber qual base de fungdes representa o fenébmeno
devidamente.

De acordo com (FLEMING et al., 1996), os primeiros a usarem essa
nova técnica foram (BABUSKA; MELENK, 1995) que desenvolveram um método
nomeado como método do elemento finito de particdo da unidade ou método dos
elementos finitos generalizados. Para a equacao de Helmholtz em uma dimen-
séo introduziram uma aproximacao sob a forma:

ul(z) = Z Q(x)(ag; + ayix + ... + agx® + bysinh(nz) + bycosh(nz))  (1.19)

Na expressdo 1.19, ¢?(z) representa as fungées de Shepard e os coefi-
cientes ag;, ay;, ...., ax;, bi;, ba; SA0 as incognitas da aproximacgao cujos valores po-
dem ser determinados pelo método de Galerkin. O grau de consisténcia depende
do numero de termos z*, sendo que para consisténcia linear em uma dimensao,
duas incognitas sdo necessarias para cada nd. As fungdes cosh(nz) e sinh(nx)
sao fungdes de enriquecimento de base utilizadas para melhorar a acuracia em
relagdo ao uso da equacgao de Helmholtz, nesse caso em particular. Se estivesse
em analise outro problema, uma base diferente deveria ser aplicada.

(BABUSKA; MELENK, 1995) introduziram, ainda, outra aproximacao in-
teressante por satisfazer a condigéo do Delta de Kronecker. Essa aproximacgao é
representada pela equagao:

:Zgj Zb[LJ[ Z Z §J LJI b <120)

I JwxreQdy
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onde L,;(x) séo fungbes de interpolagéo de Lagrange em que I denota a
componente da funcao de interpolacdo no dominio de influéncia J. Dai, para o
ponto nodal H interpolante da fungao de Lagrange L;;(x) no subdominio J, vale
aigualdade L,;(zy) = d;4, fazendo com que a fungdo ¢ do método do elemento
finito da particdo da unidade atenda a condicao delta de Kronecker, ¢ ;(z1) = 0,;.

Assim, no dominio de influéncia 2; com p + 1 pontos de interpolacéo de
Lagrange, um polindmio L;; de grau p é constituido e ¢;(z) equivale a ;5 nos
pontos zy. Entdo, tem-se a funcédo de forma em destaque:

1(z) = Y <) Ly(w) (1.21)
J:xreQdy
Aplicando na funcao de forma pertencente a equacgao anterior a propriedade
Lji(zy) = é;5 € a condigdo da particdo da unidade para a fungéo <°, tem-se:

<Z51(13H) = Z §3(1’H)LJ1(JCH) = Z C?(IH)&H =0rm

J:xreQy J:xreQy

Em uma evolucdo a partir do que foi apresentado por (BABUSKA; ME-
LENK, 1995), (DUARTE; ODEN, 1996) usaram o conceito da particdo da unidade
de um modo mais geral construindo as funcbes de forma a partir de uma funcao
MQM de ordem k. Essa aproximagéo € conhecida como nuvens HP. A metodolo-
gia tem a capacidade de reproduzir polinémios de ordem k, baseando-se na con-
tribuicdo de duas bases polinomiais linearmente independentes e diferentes en-
tre si, N;(x) e N;(z)q;;(z), conforme indicado na equacao:

u(r) = uf(x) = Z N;(z)u; + Z i: bir N; (2)qir () (1.22)

i=1 i=1 I=1

onde

. N;(x) séo as func¢des de interpolacdo MQM, usualmente de primeira ordem;

. qir(x) s@o n; polinbmios de ordem maior que k. Os polindmios podem ser
diferentes em cada né;

. u;, b;; sdo coeficientes a determinar.

A maior vantagem da formulacao de (DUARTE; ODEN, 1996) é a capaci-
dade da base extrinseca de variar de n6 para no, facilitando entédo, a adaptativi-
dade. Nas aproximac¢des MQM, como a base é intrinseca, ndo se pode variar
sua forma sem a introducéo descontinuidades.
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A referéncia (LIU; GU, 2003) apresenta uma proposta alternativa de aprox-
imacao de fungdées denominada método de interpolacao de ponto descrita a
sequir.

1.1.4  Método de interpolagao de ponto (MIP)

O método de interpolacéo de ponto é um método sem malha que tem com
principal vantagem a simplicidade na aplicagédo das condi¢des de contorno de
Dirichlet. A busca por essa caracteristica adveio da necessidade de superar a di-
ficuldade da aplicagao dessas condi¢des de contorno quando utilizado o método
dos minimos quadrados moveis. Assim como o MQM, o MIP é usado nos méto-
dos sem malha para construir funcoes de forma para a forma fraca de Galerkin,
sendo, no entanto, interpolante. Por essa razao, o MIP permite a aplicagao direta
das condigdes essenciais de contorno. Além dessa importante caracteristica,
esse método tem a vantagem de ter seu processo de integragdo numérica facili-
tado pelo uso de polindmios na composicao da funcao de forma.

Seja uma fungéo de aproximacgao « definida em um dominio Q2 discretizado
por um conjunto de nés. A interpolacao pontual « é efetuada a partir dos nés viz-
inhos e é descrita usando uma base polinomial do seguinte modo:

u(X) = Z pi(X)a; = pT(x) a (1.23)
onde

. a; S@0 os coeficientes interpolantes;

. p¥(x) é um conjunto de funcdes que, para o caso unidimensional, é dado
por

pl(z) = (1,2, 2%, ..., 2");

e p’(x), para um caso bidimensional, é expresso por
p"(X) = (1, z,y, 2% xy,y*, 2%, ..., ", xy" ", y") com X = [z, y]".

Os coeficientes podem ser determinados pela aplicacdo dessa equacao
a n pontos sob o dominio de influéncia de x:

up = a1 + ax; + a3y + ariyr +
U = a1 + ax2 + asyz + asx2y2 +

= + + + +
U, = a1 + ax, + a3y, + @y, -+
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Trabalhando-se na forma matricial:
onde P, é chamada de matriz momento

I 1 yi =

1 =z T
P, = 2 Yo 2Y2

I zy Yn Toln

Entao, tem-se a determinacéo dos coeficientes a pela equacao:
a=P;'ue (1.25)

Nesse ponto, é interessante notar outra importante diferenca entre o MQM
e o MIP, os coeficientes a do Gltimo sdo constantes na medida que P, "' também
o0 é. Ja os coeficientes do vetor a do MQM séao fungdes, na medida em que seus
componentes também os sdo. Um comparativo é apresentado na tabela abaixo:

Tabela 2: Comparativo entre os coeficientes avaliados pelo MIP e
MQM.

MIP MQM
a=P,lu. |a(x) = A (x) B(x) ue

Substituindo-se a na equagéao 1.23, tem-se a fungao de forma do método
de interpolacéao de ponto definida de acordo com o desenvolvimento:

u(X) = p*(X) Py ue = B(X)Ue

B(x) = p’ (x) Py’ (1.26)

A principal desvantagem desse procedimento jaz na necessidade de in-
versdo da matriz momento, o que pode, por vezes, apresentar problemas de
singularidade devido a escolha de nés inadequados. Para evitar a singularidade,
um algoritmo triangulagédo de matrizes € adaptado de maneira a decidir quais
monémios ou nds devem ser excluidos de modo a garantir a inversao.

A singularidade da matriz P, ocorre quando o nimero de valores distin-
tos de posicado dos nds ndo é suficiente para avaliar os coeficientes de interpo-
lacdo em x ou y para uma base completa de uma ordem especifica de monémios
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componentes do Triangulo de Pascal. Esse fato € comum para uma distribuicao
regular de nés. Por exemplo, para a distribuicdo de nés mostrada na figura 5
e fazendo-se uso do polinbmio completo de segunda ordem, ocorre um numero
insuficiente de valores de ordenadas (dois) para um nuamero excessivo (trés) de
coeficientes de interpolagcdo em y a ser determinado.

Observe que se o mondémio y? fosse trocado por z?y na base o problema
da singularidade seria eliminado. Portanto, a programacado do método de inter-
polacédo de ponto deve ser capaz de decidir quais nés e monémios devem fazer
parte da base e, para tanto, é utilizado o algoritmo de triangulacdo de matrizes.

o Q
=

4

NSRS

Figura 5: Distribuigao regular de seis nés.

Assim, de modo a evitar a singularidade da matriz momento P, é efetu-
ada uma sequéncia de operacdes dentro de cada dominio de influéncia visando
eliminar n6s e monémios que sejam responsaveis por essa singularidade. Essas
operacoes tém as etapas de:

a. normalizar distancias a contar do ponto de referéncia x;

b. montar a matriz momento P, (com as coordenadas dos nés mais proximos
na parte superior);

c. avaliar o posto r de P, pela metodologia da eliminacao de Gauss fazendo-
se uso do menor elemento da linha das matrizes P, e P] como pivo;

d. descartar os (n — r) nés mais distantes e os (n — r) monémios de mais alta
ordem da base.

Uma maneira de burlar o inconveniente da singularidade da matriz P, é
operar com uma distribuicdo randémica de nds, o que praticamente impossibilita
a coincidéncia de coordenadas x e y para os ndés do dominio, perdendo-se, con-
tudo, a regularidade dos nos.



2 MECANICA DA FRATURA

2.1 Consideracoes iniciais

Com a Revolucao Industrial a humanidade experimentou um aumento
substancial no uso de metais em aplica¢des estruturais. Infelizmente o numero
de acidentes acompanhou esse aumento, por vezes com vitimas. E evidente
que muitos desses acidentes foram motivados por projetos mal implementados,
mas outros muitos estavam associados ao desconhecimento que se vivia no que
tange a Mecénica da Fratura. Nos dias de hoje avan¢os nesse campo propor-
cionaram descobrir ligacoes entre esses acidentes com fraturas frageis associ-
adas a rasgos e cantos vivos, além de uma série de outros fatores que diminuem
a resisténcia a fratura. Fatores ambientais, como temperaturas baixas, podem
gerar a mudanga no mecanismo de fratura que passa de "dimpled rupture" (em
gue ocorre a jungao de microvazios e a inducao de plasticidade) para "clevage"
(em que nao ha plasticidade e sim a ruptura abrupta no plano cristalogréfico).
Fatores induzidos pelo homem como, por exemplo, processos de forjamento,
extrusao e laminacao, também podem facilitar a ocorréncia de fraturas devido
a elongacédo dos vazios existentes e pela geracao de inclusdes de origem nao
metalicas.

Neste trabalho serdo abordados assuntos relacionados a Mecénica da
Fratura Elastica Linear em estado de tensao plana, preocupando-se com de-
feitos de carater macro como trincas. Esses tipos de falhas sdo denominadas de
fratura dominante, enquanto as demais sdo chamadas escoamento dominante,
abordando-se defeitos de carater micro relacionados a resisténcia a plasticidade
(intersticios, contornos de graos, redes de deslocamentos etc.).

2.2 Historico

Em 1920 Griffith expbe sua teoria de que a trinca se propaga somente
se o sistema estrutural tender para uma condicdo de menor energia. A teoria
inicialmente restrita a materiais frageis introduzia o conceito de energia de su-
perficie, afirmando que o decréscimo na energia de deformacéo elastica durante
a propagagao da trinca era compensado pela energia necessaria para criar uma
nova superficie. Essa foi a primeira vez que se assumiu a existéncia de um equi-
librio de energia associado a propagacgao da trinca em um corpo sob tensédo. A
teoria permitiu estimar a resisténcia tedrica de sélidos frageis e também de rela-
cionar a resisténcia a fratura as dimensdes do defeito. Entao, para uma chapa
de trinca central de comprimento 2a tracionada em suas extremidades por uma
tenséo constante o, conforme indicado na parte esquerda da figura 6, tem-se:
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Figura 6: Chapas com trinca central e com trinca de aresta.

U=U,+U,+U, — Fg (2.1)

onde

. U - energia total;
. U, - energia elastica da placa sem trinca;
. U, - mudancga de energia elastica causada pela introdugéo da trinca;

. U, - mudanga de energia de superficie elastica gerada pela formagéo da
superficie da trinca;

. Fp - trabalho das forcas externas.

e tal que
U, = —(n0?a*)/E (2.2)

Uy = 2(2a7.) (2.3)

Fp=0 (2.4)

onde ~. é a densidade de energia de superficie vinculada a deformacao
elastica por unidade de comprimento e E representa o modulo de Young.

Substituindo-se os resultados descritos nas expressdes 2.2, 2.3 e 2.4 na
expressao 2.1, tem-se que a energia total é descrita sob a forma:
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U=U,— (rc%a®)/E + 4a. (2.5)

Derivando-se a energia representada pela expressao 2.5 em relacéo a "a"
e igualando-a a zero, encontra-se o ponto de equilibrio:

—2r0%a/E 4 47, = 0 (2.6)

Reescrevendo-se a expressao 2.6, tem-se uma relagao entre a tenséao o e

o comprimento "¢" que se associa a uma constante do material:

ca'’? = (2E~./7)Y? = cte do material (2.7)

A equacgéo desenvolvida por Griffith indica que o comprimento da trinca
esta associado a tens&o aplicada em um ponto remoto.

Em 1950 Irwin incluiu no equilibrio de energia o trabalho de deformacgéao
plastica, reconhecendo que para materiais ducteis a energia requerida para for-
mar uma nova superficie é geralmente insignificante comparada ao trabalho ne-
cessario para se deformar plasticamente. O trabalho plastico, portanto, é a maior
contribuicdo a resisténcia a propagacao da trinca para esses materiais. Outra
contribuicdo de Irwin foi a definicdo da propriedade material J como a energia
total liberada durante a formacao da trinca por unidade de comprimento e de
espessura, além de associar essa taxa de energia J a um fator de intensidade
de tensdo K. Esse fator representa a amplificacdo da magnitude do campo de
tensao elastica e, segundo Irwin, a fratura ocorre quando o fator de intensidade
de tensao critico € atingido a frente da ponta da trinca. Entao, atingir um fator de
intensidade de tensao critico K. que esta associado a tensdo proxima a ponta
da trinca é equivalente a atingir uma energia total liberada critica J., associada a
um equilibrio de energia da teoria de Giriffith-Irwin. Nesse ponto a resisténcia a
propagacao da trinca € atingida e essa comecga a se propagar. Assim:

10%a/E =2(v. +7,) = J (2.8)
onde

. J - energia total liberada durante a formagao da trinca por unidade de com-
primento e de espessura;

. 7, - densidade de energia de superficie vinculada a deformagéo plastica por
unidade de comprimento.
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A tensdo o de tracdo na placa quando se atinge a energia total liberada
critica J., é a tensao o, implicando em:

nola/E = J, (2.9)

O campo de tensao na vizinhanca da ponta trinca e conforme indicado
nos eixos referenciados na figura 7 tem a forma:

Ope = o(ma)/?/(2mr)Y2 cos(0/2)(1 — sin(6/2) sin(360/2)

Tyy o(ma)?/(27r)1/2 cos(6/2)(1 + sin(0/2) sin(360/2) (2.10)
0wy =  o(ma)?/(2mr)?sin(6/2) cos(/2) cos(30/2)
onde
K = o(ma)"/? (2.11)

K representa a magnitude do campo de tensédo que pode ser entendido como
um fator intensificador da tensdao média na placa que age localmente na ponta
da trinca. Essa intensificacao local da tens&o pode causar o colapso do material.

4
Y ®
r oy
sl , 0 -
-— (] —w £

Figura 7: Tens&o no referencial da trinca.

Combinando-se as expressdes 2.9 e 2.11 tem-se, para condicdo critica, a
relagéo entre K, e J.. Essa relagao é valida para o estado plano de tensao:

J,=KZ2/E (2.12)

Deve-se acrescentar que esse nao € o unico modo de solicitar o material,
existindo mais outros dois, conforme pode ser visto nos dois ultimos exemplos
indicados na figura 8. O modo tratado até aqui € o chamado modo-I ou modo
de abertura e os demais sdao modo-Il e modo-Ill, denominados de cisalhante no
plano e cisalhante fora do plano, respectivamente. Isto posto, deve-se considerar
o fator de intensidade de tensédo K para os trés modos: K;, K;; e Kyyj.
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Figura 8: Modos de fratura. Figura retirada de (BROEK, 1982)

De maneira geral os carregamentos nao ocorrem com 0s modos isolados,
nem tdo pouco o posicionamento da trinca é sempre adequado para separacao
direta dos mesmos. Para se avaliar uma situagdo abrangente deve-se consid-
erar que os modos de fratura interagem simultaneamente, havendo dependéncia
entre eles, fazendo com que a trinca mude de direc&o a todo instante.

No inicio da década de sessenta Wells notou que as medidas de K.
para acos estruturais ndo eram adequadas para materiais muito resistentes, e
publicou um trabalho sobre a abertura de ponta de trinca e ocorréncias de de-
formacgdes plasticas nesta extremidade. Nesse trabalho Wells observou que as
faces da trinca se afastavam durante sua propagacéo, € que o grau de escoa-
mento aumentava na ponta na medida em que a resisténcia do material cres-
cia, percebendo que deformacédo plastica nessa regidao é o que regula o pro-
cesso de fratura. Assim, seus trabalhos foram mais devotados a Mecanica da
Fratura Elasto-Plastica e tiveram um lento avanco em virtude da complexidade
da questdo. Wells inovou também ao mostrar que a abertura de ponta de trinca
possibilita descrever as condi¢des na ponta da trinca e pode ser usada como
critério de fratura, por estar relacionada ao fator de intensidade de tensado. Essa
relagdo, baseada na teoria da zona plastica circular na ponta da trinca, é ex-
pressa por:

4K 2

5 =
7TO'YSE

(2.13)

onde oy representa a tensao de escoamento.

Utilizando-se a relacdo entre o fator de intensidade de tenséo e a taxa de
energia liberada J dada pela expressao 2.12 na expressao 2.13, tem-se a relacéo
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entre a abertura de ponta de trinca e a taxa de liberagao de energia J:

4J

TOys

6:

(2.14)

Os valores de K; variam em funcao do posicionamento da trinca na placa.
Assim, seus valores podem ser calculados pela equacdo Co(ra)z, onde C é
apresentado na tabela abaixo para as configuracdes de trinca central e de aresta.

Tabela 3: Valores de C para calculo de K; em funcao do tipo de trinca.

Tipo de Calculo de C

Trinca

Trinca C = 1+ 0,256(a/W) + 1,152(a/W)?

Central 12,200(a/W)3 para trincas com a/W < 0, 35
ou

(sec(ma/W))z ou
/(1 — (2a/W)*)2
1,

12 para trincas pequenas ou

Aresta

C =
C
Trinca de | C
C

1,12 — 0,231(a/W) + 10, 55(a/W)? —
2(a/W ) —l- 30,39(a/W)* para trincas
m a/

\1||

W<

2.3 Integral de contorno

A integral J pode ser avaliada numericamente ao longo de um contorno
ao redor da ponta da trinca. Esse calculo é efetuado para casos lineares e nao
lineares, sendo que, para problemas elasticos, seu resultado independe do con-
torno ou caminho percorrido. Isto capacita o usudrio a avaliar J em um contorno
remoto.

Antes de introduzir a avaliacao da integral J, de modo a entender as var-
iaveis atuantes no processo, sera apresentado o método precursor no calculo
da energia liberada durante a propagacao de trinca, chamado de formulacéo da
derivada da rigidez baseada no método da extensao da trinca virtual. O desen-
volvimento dessa e de outras formulacdes apresentadas nesse capitulo tiveram
como referéncia (ANDERSON, 1991).
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2.3.1 Extensao da trinca virtual: formulagcéo da derivada da rigidez

Em relacdo a propagacgao de trincas existem duas abordagens distintas:
a do carregamento fixo e a do deslocamento fixo.

Para a abordagem de carga fixa, considerando-se um corpo trincado de
duas dimensdes, com espessura unitaria e sujeito ao modo-1 de carregamento, a
energia potencial eldstica do corpo € dada pelo seguinte funcional:

1
=3 u’Ku - u’F (2.15)

Na condicao de carregamento fixo J é assim desenvolvido:

o ou” 1 0K . 0F

/= 2 da da

Pode ser observado que o primeiro termo da expressao 2.16 é nulo em
virtude de representar a condicdo de equilibrio estatico, e na auséncia de tracao
nas faces da trinca e desde que o carregamento seja fixo, o ultimo termo também
deve ser nulo, resultando em:

J = —5u %u (2.17)

Essa equacao indica que a taxa de liberacao de energia esta relacionada
a derivada da matriz de rigidez em relagdo ao comprimento da trinca. Conside-
rando-se que para o calculo dessa derivagao seja aplicado o método dos ele-
mentos finitos, para cada incremento da trinca Aa sera necessario a confecgéo
de um ajuste dos elementos ao redor de sua ponta limitados externamente por
um dominio I'; e internamente por um dominio I'y, conservando fixa o restante
da malha como mostra a figura 9. Assim, os elementos distorcidos da regido da
ponta da trinca sdo associados com a variacdo da rigidez e a integral J pode ser
avaliada como:

N,
1o 0K
J = —5u ;1 B Y (2.18)

onde N. € o numero de elementos entre I'y e I'y, jA que somente nessa
regidao houve modificacées na matriz de rigidez.

Essa técnica é baseada no processo de derivagcao que notoriamente ndo
€ tao preciso numericamente quanto os processos de integracdo. As técnicas a
seguir baseiam-se em integrais sendo, portanto, mais precisas.
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Iy

Iy

Figura 9: Aumento da trinca gerando distorgdo nos elementos.

2.3.2 Extenséo da trinca virtual: abordagem em meio continuo

Essa metodologia € um aperfeicoamento da anterior e tem as vantagens
de nao requer derivacdo numeérica, além de nao ser restrita ao MEF. No modelo
representado na figura 10 a trinca cresce na dire¢éo z; e sdo desconsideradas
forcas de tracdo em suas faces. A metodologia baseia-se no calculo da integral

J:
ou; 0Ax,

1 j
et A ) dA 2.1
J Aa /A(U” 0, wdir) ox; (2.19)

onde §;; € o delta de Kronecker e considera-se

. atranslacéo de corpo rigido associada ao deslocamento Aa na direcéo x;
dos pontos dentro do dominio interno I'y;

. atranslacdo Ax; dos pontos entre os dominios interno e externo;

. 0 deslocamento nulo dos pontos de fora do dominio externo I';.

")

Figura 10: Extensao da trinca virtual em duas dimensdes.

Deve ser observado que % é nulo fora de I'; e dentro de I, efetuando-se
os célculos apenas entre ambos.
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A implementacao numérica dessa metodologia é baseada em um deslo-
camento virtual dos nés dentro destes dominios especificos, sendo muito similar
ao da integral de dominio que sera vista a seguir.

2.3.3 Integral de dominio de energia

Esta metodologia é a base para a analise numérica da integral J, sendo
aplicada em casos quase-estaticos ou dinamicos, com materiais elasticos, plas-
ticos ou viscoelasticos.

A definigdo geral da integral J requer que o contorno ao redor da ponta
da trinca seja pequeno, sendo:

J = lierH0/ [(w + T)51Z — UU%}TQCZF (220)
Io dz,

onde:

. T - densidade de energia cinética;

. w - densidade de energia de deformacado sendo representada pela ex-
pressdo w = [, 0;; de;;

A integral no dominio I'y € o caso geral e o dominio I'; restringe o célculo
para materiais elasticos lineares ou ndo, sob condi¢des quase-estaticas e, dessa
forma T é nulo.

A expressao 2.20 ndo € adequada para o célculo da integral J pois o con-
torno de integracao é muito pequeno, sendo necessario outro dominio fechado
I'* representado na figura 11 e dado por:

=T+, +T_—T (2.21)

Esse contorno, assim como I'y, é valido para materiais elasticos, lineares
ou ndo e em condi¢cbes quase estdticas. Sera introduzida também a fungao q,
com valor unitario em I'y € nulo em I';. Substituindo-se I'y da expresséo 2.21 na
expressao 2.20 tem-se:

J = Oii—2 — wdy; midf‘—/ o9;i—2] q dT 2.22
[l wiil L (2.22)

onde a segunda integral é eliminada pela auséncia de tracao nas faces da trinca,
e o termo referente a I'; € multiplicado por um q nulo.
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Figura 11: Contornos que formam o contorno fechado ao redor da
ponta da trinca.

Aplicando-se o teorema da divergéncia a expressao 2.22 tem-se:

(9 8Uj

entao

Ou, dq / 0 Ou, ow

= — — | =— dA —(0ji=—) — —] qdA 2.2
J / [O—U 8951 wéll] axl d + * [81'1 (UU 8:5'1 ) 833'1] ? d ( 3)
Quando néo ha forcas de massa e w exibe propriedades potenciais elasti-

cas, tem-se:
ow

B Oe;j

Para as condigdes de equilibrio quase-estatico a segunda integral da expressao
2.23 é nula, pois esta é oriunda da equacao de equilibrio elastico, como pode ser
visto no desenvolvimento a seguir.

Uij

Escrevendo-se a derivacdo de w em relagdo a = em fungdo de o;; e u,,

tem-se:
ow 0w Oej Oeij 1 9 Ou; | 0 Ou,

v _ — g4 Z [ 2.24
Or  Oe¢j Oz TiiTgr — 270 [ax Oz, * Oz (‘9@-] (2.24)

mas como o,; = 0;;, chega-se a
ow 0 8ui) (2.25)

o~ %ige an

Efetuando-se a derivada do primeiro termo do segundo integrando da ex-
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pressao 2.23 e utilizando-se a equagao de equilibrio tem-se:

801-]- 8 8’&7, 8 @uz
_ Y 2.2
Ox; 0= Ox; (o4 ox ) =i (%j( ox ) (2.26)

Das expressoes 2.25 e 2.26 tem-se a composi¢cao da segunda integral da
expresséo 2.23 dada por:

ow 0 ou;

o 05,0

) =0 (2.27)

A expressao 2.27 é o integrando da equacao de Rice na forma de integral de
area. Essa equacao é representada na sequéncia nas duas formas: como inte-
gral de contorno e de area, respectivamente, e estabelece que a integral em um
contorno fechado é sempre nula se a densidade de energia de deformacao w ex-
ibe propriedade potencial elastica e o sistema esta em equilibrio quase-estatico.
Para uma integral realizada ao redor da ponta da trinca, esse teorema gera uma
independéncia de caminho pelo qual a integral é realizada, como pode ser ob-
servado na figura 12. Nessa figura nota-se que se o eixo x € paralelo as faces da
trinca, isto implica que dy é nulo em I'; e I'y e, consequentemente, na equagao
de Rice os resultados da integrais de linha nos trechos I'; e I'; s&0 simétricos.
Isto conduz a afirmativa de que qualquer integral ao redor da ponta da trinca tem
o0 mesmo valor, logo € uma constante.

Ou;
J= /F (wdy — Ti al; ds) (2.28)
ow 0 ou;
J = — — —(0;;—)|dzd 2.29
| G = 5o Gy (2.29)
P " P i
// A.\\ ,.// \‘\
/ 'd /’_'.n—“"“""-'-\%\ \"._ /('/’ £ - X ‘\‘.\
{'fJ I's ,-f‘ 1 \'.
e }r. * — e j
“\_’_)". y /," \ f
“\\ F) -‘-.\\ /.f / 5 ./
. ’ / /
N . sl _/'j i 2
e, i N _F//
e o = e

Figura 12: Dois contornos arbitrarios I'; e I'; ao redor da ponta da
trinca e um contorno arbitrario I'* cuja a integral tem valor constante.

Entdo, para materiais elasticos lineares ou nédo, e em equilibrio quase es-
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tatico, vale a simplificagdo da expressao 2.23:

_ Ou, 9q

Pode ser observado ao se comparar a equagoes 2.30 e 2.19 que as ex-
pressdes sao idénticas desde que:

q=Ax1/Aa

entdo q pode ser interpretado como um deslocamento virtual normalizado.

2.4 Implementacao

Para implementagéo do calculo da integral J, a &rea A*, onde é realizada
a integracdo é demarcada pelos contornos interno I'y e externo I';, conforme
indicado na figura 11.

A funcéo q, de valor unitario em I'y e valor nulo em I';, é representada
como uma fungao platd, conforme indica a figura 13.

Figura 13: Variavel q representada como uma funcao platé na ponta
da trinca. Figura retirada de (ANDERSON, 1991)

Com respeito a essa opcao o calculo de J é insensivel ao formato da
funcdo q, podendo-se fazer uso de uma forma piramidal na qual o vértice su-
perior estd posicionado sobre a ponta da trinca e tem valor de g unitario. De
modo a inserir q no programa, este € quantificado como nulo em todos os nés do
dominio, a menos daqueles que circundam a ponta da trinca onde o valor unitario
€ atribuido. A partir dai, valores intermediarios de q sdo quantificados nos pon-
tos da malha de integracao por meio de aproximacdes lagrangeanas oriundas de
uma malha de elementos finitos:

g(wi) =D Nigr (2.31)
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Vale observar que no calculo da integral J representada na expressao 2.30,
0 Unico setor em que derivada é nao nula corresponde a um anel circular que
envolve a regido da malha de integracao onde se localiza a ponta da trinca.

Caso seja utilizado o método dos elementos finitos em duas dimensdes
na resolugdo de problemas envolvendo trincas, € recomendado o uso de ele-
mento biquadratico lagrangeano de nove nds, mas os de oito nés também sao
bastante comuns. Esses elementos sdo mostrados na figura 14.

- - -
[ L ] [ ] L] L
'] » .

Figura 14: Elementos de oito e nove nos.

No tratamento de elementos na regido da ponta da trinca, os elementos de
quatro lados degeneram em tridngulos fazendo-se o colapso de um lado em um
ponto nodal. Em paralelo, os nés centrais dos lados adjacentes e o né central
do elemento se deslocam um quarto do comprimento do lado em sentido ao lado
colapsado. O processo de degeneracgao € ilustrado na figura 15.

:*,I~:1 2 -
szs s>:>4£_;.8>"':> $§

Figura 15: Degeneracao de um elemento bidimensional de nove nés
em um tridngulo.

| l 1,23
1 8 7

A modificacado citada conduz a uma vantajosa singularidade de deformacéao
para o elemento triangular. Essa singularidade é expressa por 1//r.

2.4.1  Separagao dos modos

Um procedimento matematico é utilizado para separar as contribuicdes
dos K em seus modos especificos. Esse procedimento baseia-se no critério de
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ajuste entre os modos denominado curva eliptica:

KI 2+ KII 2:
K. Kire

( 1 (2.32)

Neste critério, a solu¢éo analitica de ¢(® e u(® é sobreposta a solucéo
numérica ¢ e u(®. Neste caso, utilizando-se a equagdo 2.12 e adicionando a
solucao analitica (a) & solugdo numérica (b), J passa a ser representado por:

/ E E

a b a b
ey _ B+ K + (K7 + K[7)?

2.33
J - (2.33)
Expandindo-se a equacéo 2.33 em seu produto notavel tem-se:
T = ) (K o (K)o (G B+
AKYKY + KK/ E (2.34)

Os quatro primeiros termos da expressao 2.34 sdo as contribuicoes iso-
ladas das solugdes analiticas e numéricas nos dois modos citados e a expressao
restante representa o termo de interacgéo:

1@ — (KWK 4+ KWK /B (2.35)

O mesmo procedimento é feito em relagéo a integral de linha J para a soma
de dois estados. Entao, segundo (SANTANA, 2004), esta integral € expressa por:

1
Je) — [ 1Z2(6@ 4 5Oy @ O (5@ 4 0
o %] 1) 1) J

9 1] i i

(" +u”)

Multiplicando-se separadamente o primeiro termo do integrando da expressao
2.36 tem-se:
oWl 4 g0l 4 G0 50 @) 01, (2.37)

ij ij ij g i i i ij)

P1:§(

Multiplicando-se separadamente o segundo termo do integrando da ex-
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pressao 2.36 tem-se:

(a)
Py = (U-(a) Ou;

1) Oy 0 0u;”
Y 0wy

Y 0xy

(o Dy () oul”

Y0y Y 0xy

+o ) (2.38)
Separando-se somente os termos de iteracdo das expressdes 2.37 e 2.38

tem-se :

1 u'” u.”
(ab) _ 2 (@) (b) ®) (a)ys (&) T (b) Y4
mas como
oDl = GO = )

portanto, a integral de interacao é descrita como

(b) (a)
(ab) _ (ab)s _ (a) du; ) Ou, ,
' = /F[w 01 — 0345 . o v Jn;dl (2.40)

De maneira a deixar a equacao 2.40 mais conveniente ao trabalho com méto-
dos sem malha, multiplica-se a mesma pela funcao q e, sequencialmente, aplica-
se o teorema da divergéncia:

oul® oul® dq
70 — / (@b — Wi O 1T ga 2.41
A[w 1j Uz] aﬂfl Uzg 8131 ]855] ( )

As equacdes de interacao 2.35 e 2.41 permitem obter os valores de K;
e K;; para um carregamento de um corpo trincado genérico. A separagao é
efetuada pela consideragao da solucao analitica do modo desejado como unitario
e do outro como nulo. Por exemplo, ao se desejar o modo | efetua-se:

10 =21 K" 4 0.k /E =2k /E (2.42)



3 METODO DE GALERKIN SEM ELEMENTOS

3.1 Meétodo dos residuos ponderados

Os métodos dos residuos ponderados sao métodos numéricos utilizados
para solucionar equagodes diferenciais com condi¢des de contorno por meio de
solu¢des aproximadas. Nesses métodos, familias de fun¢gées com coeficientes
a determinar sao utilizadas para calcular o residuo resultante da substituicao da
combinacgédo linear dessas na equacao diferencial que, em sequéncia, é multipli-
cado por uma fungédo peso e integrada no dominio e seu contorno. A intencéo
€ selecionar os coeficientes da combinacao de fungcdes de modo a minimizar
o residuo no intervalo avaliado. A combinagéo linear de fungdes com coefi-
cientes desconhecidos é denominada solugao propositiva e as utilizadas para
ponderar o residuo no intervalo sao denominadas de fungdes teste ou peso.
Ambas as fungdes podem ser quaisquer, mas as primeiras devem ainda satis-
fazer as condi¢des essenciais de contorno e ter a derivada de mesma ordem da
equacdao diferente de zero para o caso de aplicagdo sobre a forma forte, como
serd comentado a seguir.

Tomando-se a equacgdo da barra com uma forga distribuida f”, como na
figura 16, tem-se as equacgdes da barra:

EAZY Bo= 0
( o TS ) (3.1)
U,|x:0 = O
i
5
i

Figura 16: Barra com forga distribuida.

Para as equacdes 3.1, a solucdo propositiva deve ter ao menos derivada
de segunda ordem diferente de zero e ser composta de fungdes linearmente
independentes que satisfagam a condigdo de contorno para u|,.—¢. Substituindo-
se a solugdo exata u por uma solugéo propositiva u(x) dada por a’@ composta
pela base [¢1(x), p2(z), ..., ¢, (x)] € com coeficientes desconhecidos [ay, as, ..., a,]
tem-se, para o caso simples da divisdo do dominio em um s¢ intervalo, o residuo
dado por:

0°Q

R€:EA3TW+fB



CAPITULO 3. METODO DE GALERKIN SEM ELEMENTOS

41

Como houve a substituicdo da variavel u correspondente a solugdo exata
por uma solucao propositiva u, a equagao que correspondia a equacao de equi-
librio do sistema em qualquer posicéo x passa a representar um valor diferente
de zero. O residuo tem n variaveis a serem calculadas e, portanto, necessita da
confec¢ao de um sistema composto de n equacdes. Assim, devem ser utilizadas
n funcdes testes W, representadas por Wy, Ws, ..., W,,, que sao multiplicadas pelo
residuo e integradas no dominio. A integracao desse produto deve ser igualada

a zero:

/ W(EAa —dx+fB)da:—0

EA/W

L 2ex1 L
EA/ WaQdea:—/ W rBdx
0 oz 0

dx a+/ WiBdr =0

o*a’
ox?

L
—/ WfBdx
0

Ka=F

dx

KEA/W

(3.2)

Essa equagao representa um sistema algébrico que tem "a" como incégnita.

De modo a reduzir o grau de diferenciacao da solugao propositiva, utiliza-se
integracao por partes chegando-se a outras equacdes de calculo da matriz de

rigidez e do vetor forca:

L "
T By 7. _
/O W(EA S 4 [P =0

L anT L
/ EAW 2adw+/ WiBdr =0
0 Ox 0

EA———a+WfP)dz + (EA w22 4 e =0

/L a OW 0@" 0"
0 Ox Ox Ox

(3.3)
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L T T L
(/ —EA%%dm+EAw%yg)a:_/ W fBdz
0 z 0

Oor Ox
L oW o0@" 0" |
L
F= —/ WfBdx
0
Ka=F

A equacéao 3.3 é chamada de forma fraca do Método dos Residuos Ponder-
ados e sua equacao de origem, equacgao 3.2, € denominada de forma forte.

Considerando-se a forma forte, pode-se generalizar um operador EAaa—j2

para um operador qualquer G e o dominio de 0 a L para um dominio 2 onde a
forca f? atue, resultando em um sistema de n equagdes algébricas:

Ka=F

Os MRP séo divididos de acordo com as fun¢des peso utilizadas, sendo
0os métodos classicos apresentados a seguir.

3.1.1  Método da colocacéao

Nesta abordagem pretende-se zerar o residuo em pontos especificos do
dominio, e para isto é utilizada como funcao peso a funcao delta de Dirac. Como
a funcdo peso utilizada é unica, necessita-se que o numero de pontos de colo-
cacao seja igual a quantidade de funcdes de base, para tornar o sistema deter-
minado.

3.1.2 Método dos minimos quadrados

No método dos minimos quadrados busca-se minimizar a funcao II que
simboliza a soma dos quadrados dos residuos a partir das incégnitas que multi-
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plicam as fung¢des de base.

R. = (Gu — fP) = (G(ad:) — [7)

Il = / (Re)*dS) = / (G(aigs) — fP)*d
Q Q
Derivando-se II em relagéo a a;:

/ 2(G(aigi) — fP) %dQ =0
Q a;

J
dividindo-se por 2:

[ (Gao) - 1) G =0 (3.4)
Q J

Observando-se que na equacgao 3.4 a derivada do residuo Re em relagao
aos coeficientes a sdo as fungdes peso tem-se:

/Q(G(az'¢z’) — B [G(¢;)] d2 =0

Assim, resulta-se em um sistema de equacodes algébricas:

K, = / (G(6) Gloy) dO

F = /Q PG, d0

Ka=F

3.1.3 Método de Galerkin

Neste método, as funcdes que compdéem W sao idénticas a familia de
funcdes @ componentes da fungéo propositiva, portanto, analisando-se a forma
forte, tem-se:

/Q(Gmm) —fB) ¢;d2=0 (3.5)

K, = / ((6:) G(6,)) dD
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F,:/Qf%idﬂ

Ka=F

Como pode ser notado a partir da equacao 3.5, para o método de Galerkin,
o operador G influi na simetria da matriz K. Se G for simétrico a matriz K torna-se
simétrica. A simetria da matriz K é de grande valia computacional, contribuindo
para diminuicdo no espaco de memoria utilizado, por necessitar armazenar so-
mente metade da matriz. Além disto, se as fungdes de forma ¢, e ¢; sdo de
suporte compacto, como a do método dos elementos finitos ou de métodos sem
malha, ou seja, diferentes de zero apenas em subdominios pequenos, isto im-
plica em dizer que somente na intersegdo dos subdominio e de seus contornos
Q; e Q; a matriz K € ndo nula:

Ky = /Q (60 Go dr= [ (6, Goy) d9

QiﬂQj

Caso a intersecao seja nula ou ndo haja nés comuns aos subdominios, o
coeficiente K;; € nulo.

A equacédo 3.5 é a forma forte do método dos residuos ponderados para
o método de Galerkin, pois tem a ordem mais alta de derivada. Como a solugao
propositiva deve ser diferencidvel o mesmo niumero de vezes do operador e sua
ultima derivada deve ser ndo nula, ocorre uma restricdo no universo de funcoes.
Visando expandir o universo de funcdes a serem utilizadas como solug¢ao propos-
itiva, realizam-se integracdes por parte de modo a reduzir a ordem de derivacéao
da equagéo do residuo. Este procedimento conduz a forma fraca do método de
Galerkin.

Antes de ser introduzido o método de Galerkin na forma fraca, sera de-
senvolvido o Principio dos Trabalhos Virtuais para que se possa fazer uma com-
paracao entre ambos. Assim, retornando-se a equacgao diferencial de equilibrio,
equacao 3.1, que vale para qualquer ponto da barra, pode-se fazer a seguinte
multiplicacdo por um deslocamento virtual ju:

(EA%+fB)5u=o
onde du € arbitrario para todo x da barra a menos em z igual zero onde du
€ nulo.

Multiplicando-se por dz e integrando no intervalo de definicdo da equacgao
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diferencial, tem-se:

L 82
/0 (EA a2t B éudr =0 (3.6)

L
/ A—5ud:€+/f dudr =0
0

E integrando-se por partes o primeiro termo, obtém-se

L 0%u ou ou L d(du) Ou
/0EA@5udx_[EAa—(suHL—[EAa—auno—/o pa SO0 g,

O segundo termo do lado direito dessa equacao é nulo, pois dul, € nulo
e (FAdu/dx)|L é equivalente a uma forga aplicada na extremidade, que, nesse
caso, € nula. Entao, substituindo na equacao original, chega-se a

LA pAd gy = [T fBSude + [EA 26|y
(5’LL’0 = 0

A equacao 3.7 é a representacao do principio dos trabalhos virtuais em
Mecanica. Esse principio reza que um deslocamento virtual imposto ao corpo
em seu estado de equilibrio, o trabalho virtual interno é igual ao trabalho virtual
externo.

Retornando ao método de Galerkin na forma fraca, substitui-se na equacao
3.6 du por W;, sendo u € W; nulos em = = 0. E fazendo-se o procedimento de
integracao por partes, obtém-se:

L a 5
FA — W, =
/0 (BA o5 + %) Wi dz = 0

L ow, ou
0 aﬂ? 3:1}

/f de+[(EAgu)W]|L (3.8)

Comparando-se a expressao 3.8 com a expressao 3.7, observa-se que o
método de Galerkin na forma fraca corresponde ao principio dos trabalhos virtu-
ais.
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3.2 Método de Rayleigh-Ritz

Este método obtém a solucdo aproximada da equacéao diferencial e de
suas condi¢cdes de contorno utilizando-se o funcional II descrito abaixo. Simi-
larmente aos métodos anteriores, é assumida uma solu¢ao propositiva que sat-
isfaca as condicdes de contorno essenciais e essa solucao é substituida direta-
mente no funcional. Em sequéncia é realizada derivada do funcional em relagéo
aos parametros desconhecidos da solu¢ao propositiva e seu resultado é igualado
a zero. Esse procedimento é realizado de modo a compor um sistema algébrico.
O método de Rayleigh-Ritz, por trabalhar diretamente com o funcional e ter or-
dem de derivada menor do que a forma forte do método de Galerkin, utiliza o
mesmo universo de funcdes da forma fraca de Galerkin, ou seja, necessita de
funcbes com metade da derivada da equacao diferencial de equilibrio. O fun-
cional associado ao problema representado na figura 16 € dado por:

L1 ou ., L.
IT —/0 §EA (%) dx —/0 u 7 dx (3.9)
U|x:0 =0

Como exemplo, supondo-se uma solucao propositiva expressa por:
u(r) = a12° + aga® (3.10)

Ao se substituir a solugcéo propositiva no funcional dado pela expressao 3.9
resulta-se na funcao

L L3
II = 6EAG€L3 + 6EAG1G2L2 + 2EACL§L — ap fBZ — a2 fB? (311)

Derivando-se parcialmente a fungéo anterior em relagcao aos parametros a,
€ a9, € igualando-se a zero tem-se:

oL _
a1
o _ g (3.12)

daz

Como resultado, tem-se um sistema algébrico representado por

(3.13)

6FAa;L? + ABAa, L. = fBL

{ 12EAa, L} + 6EAa, L* = fB L
3
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A solucao do sistema é representada por

a, = —fPL/(12EA)
ay = b5fPL*/(24EA)

3.3 Meétodo de Galerkin sem elementos

O desenvolvimento do método de Galerkin sem elementos é efetuado
pela composicdo do método dos residuos ponderados de mesmo nome com a
utilizacdo de funcdes de forma construidas de acordo com o método dos minimos
guadrados. Assim, de modo similar ao método dos elementos finitos, 0 método
de Galerkin sem elementos €, também, um método de resolver equagdes difer-
enciais que ao invés de utilizar familia de funcdes de interpolacdo ¢; como as
de Lagrange ou outras, utiliza a aproximacao dos minimos quadrados moveis.
Entdo, os deslocamentos nodais da estrutura sdo representados por:

u(z) = Z diu; (3.14)

onde u; € o valor do campo u em x; e ¢; € dado de acordo com aproximacao
minimos quadrados moveis.

Na figura 17 sédo apresentadas exemplos de funcdes de forma do método
de Galerkin sem elementos e suas derivadas.

024 R e f g
| e R, .t *Tl . -
L e 0.05 4 . A\ ST Lo 0.1 e IEL i et
Djl .
o BRI [ R
nTl. B TIAT 0
- : i ) X [~ esomcr ettt
2 K B e S N/ SRS .
1 -4 AR e 3 by L{ | ahaE e ek aE o1/
Bl L\ =~
2~.__/T’ 10 T T T T
8 B B 10 12 14 16 18 2 1 0 1 2

Figura 17: Da esquerda para a direita: fun¢do de forma do MGSE,
derivada da fungéo de forma do MGSE em relacéo a x, e derivada da
funcao de forma do MGSE em relacéo ay.
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3.3.1  Formulagéao variacional e discretizacao

Considerando-se problemas em duas dimensdées em um dominio 2 e lim-
itado por um contorno I', as equagdes diferenciais de equilibrio e as condigdes
de contorno se escrevem:

Vo+b = 0 em (3.15)
on = 1 emIy (cond. de contorno naturais)
u = u emT, (cond. de contorno essenciais)

onde o = De é o tensor tensédo, D é a matriz de propriedade do material,
e = (Vu+uV)/2 é o tensor deformagéo especifica, u é o vetor deslocamento,
b é o vetor forgca de corpo, T € u sao, respectivamente, os vetores tensao e
deslocamento prescritos, n € o vetor unitario normal ao dominio e I'; e I', sé&o
as partes do dominio onde as forcas externas sao aplicadas e deslocamento séo
prescritos, respectivamente. A forma fraca da equacao de equilibrio e condi¢des
de contorno é:

/ S(VW)T 1o dQ) — / sw'.b dQ — / sw'.rdl — W, =0 (3.16)
Q Q Iy

onde w representa a funcao peso e 0, representa o termo para as condicdes
de contorno essenciais. A forma explicita desse termo depende do método pelo
qual a condicdo de contorno é imposta. Supondo-se a utilizagdo de multipli-
cadores de Lagrange, W, é definido como:

W, = Mu —u
Fu

emque z; € I', e AT é o vetor das forgas de reacdo nos nés restritos.
Entéo, tem-se:

W, = / SAT[u — ujdr + / SwiAdl (3.17)

As equacoes 3.16 e 3.17 correspondem a forma fraca obtida a partir das
equagodes diferenciais de equilibrio. Utilizando-se fungdes de interpolagéo la-
grangeanas N; ao longo de um comprimento de arco s em I',,, o multiplicador de
Lagrange é representado pelo somatério:
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A= Ni(s)A;, em Ty

Assim, tem-se:

N = Ny(s)oAr, em T,

Ao se substituir as funcdes de forma oriundas da aproximacao de mini-
mos quadrados moveis nas funcdes da solugao propositiva u e fungdes peso w,
transforma-se a forma fraca da equacgao de Galerkin em um sistema de equacdes

algébricas lineares:
k G u|l |f
G o||x]| |q

equivalente ao sistema

KU=F (3.18)
onde
krj = fQ B?DBJ dQQ
fea:tT _ [ffa:t’ 263:15, e ﬁ/@t], com er;rt = fQ ¢IdeQ + th ¢ITTdF
Qk:_fm N, u dl’
e
¢rn 0
B] = 0 ¢I,2
br2 ¢ra |
N -
Ne— | Ve 0
0 Nk |

Além disto, a matriz D, para o estado plano de tenséo, é dada por:

v 0
1 0
0 (1-v)/2

D=E/1-1?

S X O

e para o estado plano de deformacéo é
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D=FE/((1+v)(1-2v))) v 1-v 0
0 0 (1-2v)/2

Conforme citado no capitulo 2 desta dissertagéo, além do uso de multipli-
cadores de Lagrange, existem outras formas de aplicacao das condi¢cdes de con-
torno no método de Galerkin sem elementos, sendo também bastante utilizado o
acoplamento com MEF devido sua simplicidade.

3.3.2 Acoplamento MGSE-MEF

Esta estratégia procura setorizar a aplicacdo do MGSE a regides onde
ocorrem grandes gradientes. O acoplamento MGSE-MEF utiliza as melhores
caracteristicas dos dois métodos: a facilidade da aplicacao das condi¢des de
contorno do MEF com a praticidade do MGSE no que tange a auséncia da re-
construcdo da malha. E uma estratégia muito interessante pois, nas regiées onde
nao ocorrem gradientes elevados, o MQM é computacionalmente mais caro que
o MEF. Além disto, sua utilizacao permite evitar a utilizacdo dos multiplicadores
de lagrange pelo MQM nas condigbes de contorno essenciais. O acoplamento,
indicado na figura 18, é realizado pela introdugdo de uma interface entre os
dominios do MEF e do MGSE na qual uma aproximacao de deslocamento hibrida
€ definida de modo a garantir a continuidade.

1_‘IE FP
W ¢
il
o 1O | |
. #--- O——O0—0
e T
» - 0—O0—0
o o | | |
@ $-----0 o—0
3 O R
» * - )

Figura 18: Acoplamento entre MGSE e MEF.

Os deslocamentos do MEF e do MGSE sao dados por:
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M (z) = 3T oM (2w, v € Qp
(3.19)
WMESE(z) = T GMOSE (@)u, 1 € O
e os deslocamentos na regido de interface s&o expressos por:
uacoplamento(x) — UMEF(x) + R(IL’)(UMGSE(.T) o uMEF)’ ou (320)

acoplamento (l’)

u = (1 — R(@))uMEF (z) + R(x)uM“F(z), x € Q;

onde R(x) € uma fungao rampa definida como sendo igual a soma das
funcoes de forma do MEF associadas com n6s dos elementos de interface que
estdo sobre o contorno do elemento sem malha, valendo

R(z) 1, sex pertence a Qg
€Tr) =
0, sex pertence a Qp

Dai, representando-se graficamente a fungao rampa para as possiveis com-
binagbes nodais, obtem-se a figura 19.

Substituindo-se os deslocamentos vM £ (z) e uM“F(z) representados pela

equacgdo 3.19 na equacgdo 3.20, tem-se u®Plamenio(y) em fungdo dos valores
nodais u;:

uoeamente () — (1 — R(x)) Y oM (w)u; + R(x) Y oM (w)uy, w € Qr (3.21)
=1

i=1

A partir da equacao 3.21 obtém-se a funcao de forma de acoplamento:

~ { (1 — R(z))pMEF (z) + R(z)pME5E (1), se x pertence a Sy

R(z)pMESE(z),  se x nao pertence a Q

com
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Figura 19: Acoplamentos da esquerda para a direita e de cima para
baixo com: 1 n6 MGSE e 3 nés MEF, 3 n6s MGSE e 1 n6 MEF, e 2
nés MGSE e 2 nés MEF. Figura retirada de (LACROIX; BOUILLARD,
2003).

3.4 Aplicacao do MIP ao método dos residuos ponderados de Galerkin

Assim como o MQM ¢ a fungéo de aproximacéao utilizada pelo MGSE, as
funcdes de forma oriundas do MIP também podem ser substituidas como funcdes
propositiva u e de teste w na forma fraca da equacao de Galerkin. Mas para o
MIP o sistema algébrico é gerado como no MEF, pois em ambos as fungdes de
forma s&o interpolantes e aplicam-se diretamente as condicdes de contorno. De
modo a poder efetuar uma comparacgao entre os dois procedimentos, ao invés
de fazer a eliminagéo de linhas e colunas para aplicagdo das condi¢cdes de con-
torno, serdo utilizados multiplicadores de Lagrange a partir do variacional de um
funcional:

Il = %uTKu —u'F (3.22)

Para esse funcional, a condi¢do de equilibrio e imposicdo dos deslocamen-
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tos prescritos u s&o expressas por:

oIl
—— =0
ou
u =u

A introducao dos multiplicadores de Lagrange no funcional € uma correcéao

do funcional original efetuada pelo acréscimo de mais um termo de forga aplicada
nos nés restritos:

M= %uTKu “UTF+AT(u— @) (3.23)

Compondo-se uma matriz E de "zeros" e "uns", tal que:
Eu=u
e escrevendo-se a condicdo de estacionaridade 611 = 0

SUTKu — SUuTF + 5AT(u —u) + ATéu =
SUTKu — 6UTR + ATE Su + AT (u—u) =

Separando-se o variacional em duas equacdes e sabendo-se que du e dA
sao arbitrarios:

ou"(Ku—F+E™) =
SA(Eu —0) —

tem-se

x>
I
A
m
-

_[fr a’ }
F=Ku (3.24)

Efetuando-se uma comparacéo entre 0 método de aplicagdo das condi-
coes de contorno por multiplicadores de Lagrange no MIP com MGSE, observa-
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se que para o ultimo é necessario a introdugao de duas integrais (equagao 3.18):
uma em q para calcular parte dos componentes do vetor for¢a e outra integral em
G para compor com a matriz de rigidez K. A introducao dessas duas integrais
majoriza o trabalho na aplicacdo das condi¢cdes de contorno prescritas. No MIP
ou no MEF, mesmo utilizando-se multiplicadores de Lagrange, o procedimento é
muito mais simples com a composi¢do da matriz E composta de "zeros" e "uns"
sem a necessidade de nenhum outro calculo.

3.5 Integracao do dominio

Para realizar o processo de integragdo nos métodos sem malha, duas
abordagens podem ser efetuadas: o enquadramento da estrutura avaliada em
uma malha de células de integracéo ou a divisdo dominio da estrutura em células
de integragdo, como em elementos finitos. Os dois procedimentos sédo indicados
na figura 20.

------- ""H/\ | cetula

. '__:__,....-r

Figura 20: Da esquerda para a direita: o0 enquadramento da estrutura
em células de integracado e a divisdo das células de integracdo em
elementos. Figura retirada de (SANTANA, 2004).

No primeiro caso, apds distribuicdo dos ndés no dominio conforme o re-
finamento necessario, a integracao é realizada em todas as células, mesmo as
gue cobrem parcialmente o dominio da estrutura levando-se em conta apenas
as contribuigdes dos pontos de Gauss que estdo dentro do dominio. Essa téc-
nica apresenta como desvantagem nao representar fielmente o dominio da peca,
além de apresentar erros de integragdo em virtude da desconsideragédo ou nao
de pontos do contorno. Na segunda alternativa a integragdo numeérica é real-
izada da mesma maneira do MEF. Devido as diferentes abordagens, a primeira
e segunda técnicas sdo chamadas, respectivamente, de método sem malha ver-
dadeiro e método sem malha falso.



4 REPRESENTACAO COMPUTACIONAL DA TRINCA

4.1 Critérios de visibilidade e de difracao

A técnica mais simples utilizada para efetuar a representagédo da trinca
no MGSE é denominada critério de visibilidade. Por esse critério a trinca € com-
parada a uma superficie opaca e as linhas que ligam os nds equivalem a raios
luminosos. Quando os raios luminosos se encontram com uma superficie opaca
séo barrados. De maneira simples, este procedimento trunca o dominio do né
e assim alguns nés anteriormente pertencentes a ele passam a nao contribuir
no calculo dos coeficientes K;;. Esse procedimento esta exemplificado na figura
21, que representa os subdominios do nés | e J cortados por uma trinca total
e parcialmente. As regides acinzentadas dos subdominios nao conseguem ser
ligadas por um raio luminoso a seus respectivos nds, assim da mesma maneira,
para uma distribuicdo nodal qualquer, os nés pertencentes a essa regiao acinzen-
tada nao conseguem ser ligados ao no principal | ou J, ndo contribuindo para o
célculo de suas funcdes de forma. Uma deficiéncia do critério de visibilidade se
apresenta quando o subdominio é cortado parcialmente, conforme ocorre para
o no6 I. Nessa situagéo ocorre um empobrecimento da precisdo dos valores das
tensdes na ponta da trinca.

J I
B .
/ C A
X .
Xﬁ \__/ v/‘/
/ B

TRINCA

Figura 21: Dominio de influéncia dos nos J e | sendo contados pela
trinca segundo o critério de visibilidade.

De modo a contornar esse problema de perda de precisao apresentado
nas pontas da trinca, foi criado o critério de difragdo. O critério de difracdo é um
complemento a idéia comparativa do critério de visibilidade por sugerir um efeito
de difracdo do raio luminoso na extremidade da ponta da trinca englobando pon-
tos outrora descartados. Entdo, quando a linha que representa o raio luminoso
intercepta a ponta da trinca, ao invés de ser bloqueada diretamente, essa difrata
e engloba pontos dentro do dominio do né de referéncia anteriormente descar-
tados pelo critério de visibilidade. A difragdo é representada matematicamente
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por:
d1 + dQ(ZL‘)
do()

tal que as distancias sao definidas na equacéao a seguir e representadas na
figura 22

dr = ( ) do(z) (4.1)

di(z) = [Jog — xef; da(e) = llo = zcll; do(2) = [l — ]| (4.2)
onde
. z1 € a posigao do né central do dominio de influéncia;
. x é a posicao de outro n6 pertencente ao dominio;

. =, € a posi¢ao da ponta da trinca.

O parametro \ controla a distancia que o raio luminoso alcanga por difracao
apos a trinca. Esse parametro é usualmente utilizado com valor unitario, obtendo-
se bons resultados.

/”i\\ "

\\\ A : \“\ X
= — / TRINCA ;0

“ Oyt N g s o
/ UB v da(x)

TRINCA *

»

Figura 22: Representacao do dominio de influéncia do né segundo o
critério de difracao.

Devido a utilizacdo do critério de difracdo ocorre uma suavizagdo da
funcédo de forma na ponta da trinca, evitando-se o corte abrupto dessa, como
ocorre no critério de visibilidade como consequéncia do truncamento.

4.2 Enriquecimento da base

Esta técnica, totalmente diferente do primeira, modifica a estrutura do
MGSE no cerne do algoritmo gerador das fung¢des de forma, ou seja, no método
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de aproximacao MQM. Utilizando-se a caracteristica do MQM de ser habil a re-
produzir qualquer fungdo componente de sua base, incluem-se fungoes linear-
mente independentes que sejam base da caracteristica do problema estudado,
nesse caso a trinca, capacitando o MGSE a gerar os campos de ponta de trinca
onde essas aparegam no dominio. A maior vantagem desta técnica jaz na sim-
plicidade de insercdo das fungbes enriquecidas.

Para realizar o enriquecimento de uma base de funcdes é possivel incluir
mais ou menos fun¢des de acordo com a complexidade do assunto abordado,
fazendo-se um enriquecimento total ou parcial conforme as fung¢des de forma
escolhidas. As bases dadas para esses tipos de enriquecimento em relacéo a
problemas que envolvem trincas sao definidas por:

pr(x) = [1,z,9,/7] enriquecimento parcial
PI(X) = (1,21, vcos(8/2), Visen(0/2), rsen(0/2)sen(8),  (4.3)
Vreos(0/2)sen ()] enriquecimento total

Esta técnica trabalha satisfatoriamente utilizando-se o enriquecimento to-
tal, mas devido ao aumento da base (linear) de trés para sete termos, um esforco
computacional € acrescido por ser necessério inverter uma matriz A (represen-
tada na equacado 1.4) de dimensao sete por sete para cada ponto de Gauss.
Outra desvantagem esta associada a um mau condicionamento da matriz A
quando é efetuado o acoplamento de uma base linear a uma base enriquecida
somente nas proximidades da trinca, ou seja, quando se faz a opgcédo de um
enriguecimento somente local. Fazendo-se uso do enriquecimento agindo ape-
nas localmente, deve-se utilizar o acoplamento similar ao indicado na se¢ao 3.3.2
desta dissertagdo para vincular as regides enriquecidas com as de base simples.
Cabe ao engenheiro optar por caminhar entre os transtornos do mau condiciona-
mento de matrizes ou optar pela seguranca de uma base enriquecida em todo o
dominio, mas com um tempo de maquina dilatado.

E importante comentar que para colocagéo de mais de uma trinca, termos
adicionais devem ser acrescidos a base para cada trinca.

4.3 Funcgoes propositivas enriquecidas

Neste procedimento, a solugéo propositiva € aumentada pela inclusdo de
termos caracteristicos do problema estudado. Entao, o campo de deslocamento
u passa a ser representado por:
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(%) = BT (002 (0) + D}, (0 + FQh, ()] (4.4

em que p’(x) é a base polinomial, a,(x), séo os coeficientes polinomiais e
()i; s&o funcdes representativas do campo de deslocamentos na ponta da trinca
expressas pelo conjunto de equagdes

Q) = 5o/ cosO)n — 1+ 2sin’ ()
Qulx) = 51/ (5) cos(O)ls + 1 - 2005%(3)
On(x) — % () cos(@)[ﬁ+1+20052(g)] (4.5)
Qulx) =~y [(5-) cos(O)f — 1 = 250 (3

onde
1 € 0 modulo de cisalhamento ;
v & a coeficiente de Poisson;

e x é a constante de Kolosov dada por (3 — v)/(1 + v) no caso do estado
plano de tensao.

Para a andlise de trincas, os deslocamentos acrescidos de fungdes propos-
itivas enriquecidas séo oriundos da fungéo representada por:

3

Te

w(X = X)[ P (Xp) aa(X) + D[k Ql.(x1) + K Q. (X1)] — ural®  (4.6)

I=1 I=1

F=

| —

Calculando-se as derivadas da funcao F' dada na expressao anterior com
relacdo a, e igualando-se a zero chega-se a equacao:

e

A(X)an(x) = D Pr(X)(ura — ) [k Qla(Xr) + k3 Q30(X1))) (4.7)

I=1

onde
A(x) = > 7 w(X —x)p(X1)p” (X;);

P;(X) = [w(X = X1)p(X1), w(X — X2)P(X2), ..., w(X — X, )P(Xy)].
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Deve ser notado que os coeficientes adicionais k] e k] sdo constantes
globais.

A partir da inversdo da matriz A na equacao 4.7, calcula-se os coeficientes
a,(x):

n Ne

a.(x) =Y AT OP(X)(ura — Y[k Q1a(Xr) + k) Qha(X1))) (4.8)
I=1 I=1
Substituindo-se os coeficientes a, na equagdo 4.6 chega-se a equacao
abaixo, que descreve os deslocamentos acrescidos com fungdes propositivas
enriguecidas para serem aplicadas em casos associados a trinca:

Ne

up(¥) = Y PTOAT (X)Pr(X) (ura — Y [k Qfa(Xr) (4.9)

I=1

QL 00)]) + D K4 00) + KA, ()

A equacao 4.9 pode ser simplificada com a da substituicdo de alguns ter-
mos pelas variaveis expressas por:

or = prX)ATI(X)P(X) (4.10)
U = ula_Z[k{ Ta(X1) + K Q% (X7)]

Essa substituicdo resulta na equacao simplificada para os deslocamentos
com fungdes propositivas enriquecidas:

%) = 37 01 K)ise + D QL (0 + QA (0] (.11

4.4 Método nuvens HP

Este método combina a possibilidade de introduzir uma base de funcdes
com a caracteristica do problema estudado com a capacidade de poder atuar
diretamente no nd, descartando a necessidade de termos de acoplamento como
a funcao rampa exemplificada na secao 3.3.2 desta dissertacdo. O método foi
desenvolvido por (DUARTE; ODEN, 1996) usando fungées do MQM, mas dev-
ido ao principio da particdo da unidade, outras funcées poderiam ser utilizadas,
como o MEF ou MIP.

Assim como em casos anteriores, o enriquecimento efetuado neste método
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€ oriundo de uma familia de fungdes que represente o carater do fenémeno es-
tudado por meio de uma base de funcdes linearmente independente.

Para efetuar o enriquecimento seleciona-se um conjunto de nés ao redor
da ponta da trinca e se atribuem caracteristicas de funcbes enriquecidas. Os
demais permanecem como ndés comuns sendo associados a fungdes de forma
¢; da familia de fung¢des primarias, tais como a de Shepard, MEF ou MIP. A figura
23 indica como é feita a distribuicao dos nés.

Noés enriquecidos  Trinca Nos comuns

—0 : //o v
0—O——0—=@
— o o o
o——O———0

Figura 23: Distribuicao de ndés comuns e enriquecidos nas proximi-
dades da trinca.

Supondo-se a aplicacédo das funcdes de forma ¢; do MIP, tem-se para os
nés comuns a aproximagao dada por:

Nmip

u' = Z oi(T)u; (4.12)

onde n,,;, € 0 numero de fungdes pertencentes a base do MIP. Se utilizada
base quadratica, essas totalizam seis.

Para os nés da regido enriquecida, supondo-se n.,. COmMo 0 numero de
funcdes de enriquecimento, tem-se que seu deslocamento € expresso por:

Nmip Nmip Nenr

u'(z) = Z ¢i(x)u; + Z Z wirdi(z) Li(x) (4.13)

i=1 I=1

Vale ressaltar que a quantidade de variaveis por n6 cresce consideravel-
mente. Supondo-se quatro fungcdes de enriquecimento, o deslocamento aproxi-
mado passa a ser representado por seis variaveis oriundas do MIP original mais
quatro vezes seis oriundas do enriquecimento, totalizando 30 variaveis para rep-
resentar um deslocamento em uma sé direcdo. As variaveis adicionadas u;; nao
necessariamente apresentam significado fisico, ou seja, apesar de sua combi-
nacao representar deslocamento, individualmente, essas ndo tém representacao
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fisica. Essas variaveis sdo denominadas de variaveis generalizadas. Apesar do
aumento no numero de variaveis em cinco vezes e da necessidade de concatena-
las nos néds enriquecidos, a metodologia de programacéo ndo € modificada em
demasia, devendo-se somente incluir na matriz B novos termos relacionados ao
enriguecimento. Na equacao expressao abaixo é apresentado o deslocamento
de um né enriquecido utilizando-se o MIP como fungéo primaria considerando-se
apenas uma funcéo enriquecida L;:

" = wgdy 4 uady + uzds + usds + usds + ueds + (4.14)

Fu 1Ly + ug1Pa Ly + uzi1 3Ly + wa1Ga Ly + usi 95 Ly 4 ue1 96 L

Os tipos de enriquecimento aplicados no estudo de trincas sdo chamados
de enriguecimento de ponta de trinca e enriquecimento salto. O enriquecimento
de ponta de trinca utiliza fungdes que sdo base do campo de deslocamento
analitico na ponta de uma trinca. S&o essas indicadas na expressao seguinte,
sendo a abertura da trinca caracterizada pelo termo sen(6/2) que vale +1 e -1
para ¢ igual a 7 e —m, respectivamente:

L=[Jr Sen(g), N cos(g), N sen(g) senf), \/r cos(g) send)” (4.15)

A outra fungdo de enriquecimento € a funcao salto, sendo utilizada para
representar o corpo da trinca, ja que nao destaca com precisao a posicao em
gue a sua ponta se localiza. A fungao salto tem por caracteristica variar de modo
binario entre -1 e +1 dependendo de que lado da trinca se esta, permitindo, as-
sim, gerar matematicamente a abertura da trinca. A funcao salto é representada
por:

S(z,y) = 1deum lado da trinca (4.16)
S(z,y) = —1dooutrolado da trinca



5 RESULTADOS

5.1 Casos unidimensionais

De modo a avaliar as metodologias do MGSE e do MIP em aplicacdes
unidimensionais, foram considerados casos de barras com forga distribuida e
forca pontual, comparando-se os resultados com as respectivas solucdes analiti-
cas.

Foi considerado, primeiramente, o caso de uma barra de comprimento L,
secao reta de area A e modulo de elasticidade E, engastada em uma extremidade
e solicitado por uma forga distribuida f? constante ao longo de seu comprimento
conforme representado na figura 24. Na mesma figura, F representa o esforco
normal interno ao longo da barra.

: |

/Ft
= F

I L |

Figura 24: Barra com forga distribuida

Calcula-se F a partir da integral:

F:/ fBdr = fP(L - 2) (5.1)

Para esse caso, o deslocamento analitico u(z) € expresso por:

De modo a facilitar as comparagcées numéricas, valor unitario € atribuido as
variaveis E, A, L e fZ, resultando na expresséo:

1272

u(z) = (z — ?) (5.2)

Na solugéo numérica obtida pelo método de interpolagao de ponto, utilizou-
se uma base linear unidimensional, com a distribuicdo de 11 nés igualmente
espacados no dominio € uma malha de integragdo idéntica com um ponto de
Gauss por célula de integragdo. Assim, utilizando-se s,,4. = 1, reproduziu-se
com exatidao a solucéo a analitica conforme mostra a figura 25, onde a solucéo



CAPITULO 5. RESULTADOS 63

numérica é representada pelos circulos vermelhos e a analitica pelos pontos
azuis.

07 : - : - : : - ; -
< numerico MIP
+ analitico

06 F R

05+ o) €

(]
=

03k 4 .

deslocamentos u

02+ 4

01F ® 4

D.s 1 1 1 | | 1 1 1 L
U o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

posican na barra

Figura 25: Comparativo entre a solugéo analitica e a numérica do
MIP para forca fZ(x) constante.

Refazendo-se o processo analitico para uma forga distribuida f” propor-
cional a posigao ao longo da barra expressa por fZ(x) = x, obtém-se o desloca-
mento em funcéo da posicao x:

1 L?z 23
u(e) = (55— )
EA" 2 6

Para E, A e L sdo unitarios, tem-se:

w

i
6

Mantendo-se a quantidade de nds do caso anterior, a base linear e uma
malha nodal idéntica a malha de integragéo, o MGSE reproduziu a solugao analitica
conforme indicado na figura 26.

(5.3)

Com relagéo a aplicacéo de forgas concentradas, o MGSE e o MIP apre-
sentam trabalhos de programacao semelhantes, a despeito do primeiro nao ter
uma caracteristica interpolante. Se houver uma coincidéncia entre a posi¢ao de
um no e o local de aplicagédo da forgca, o componente da for¢ga nodal é adicionado
diretamente ao vetor de forca F que compde sistema linear KU = F. Caso con-
trario, ambos os métodos devem ser resolvidos pela distribuicdo da for¢ca nos nés
adjacentes ao ponto de aplicagédo, por meio de sua multiplicagcao pela funcéo de
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s 01 ® 4
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(s 4
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posicao na barra

Figura 26: Comparativo entre a solugdo analitica e a numérica do
MGSE para forga f?(x) proporcional & posigao.

forma respectiva.

Analisando-se o0 caso de aplicacao de forga concentrada na extremidade
indicado na figura 27, a solucdo analitica é dada pela equacéao:

Para Q, A e E unitarios, tem-se:
u(z) = (5.4)

Q

I L I
Figura 27: Forga concentrada na extremidade.
Mantendo-se a abordagem de um ponto de Gauss por célula e de 11 nés

igualmente espacados, o MIP reproduz a solu¢do analitica conforme explicitado
na figura 28.
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1

©  numerica MIP
09H = analtico ® g

08+ ® e
07F & -
0B} ® g

05F

L.
1

deslocamentos u

04r & g

03r ® .

02+ & .

0.1F ® A

G. 1 1 | 1 | 1 1 | 1
a 61 02 03 04 05 06 07 0B 09 1
posicao na barra

Figura 28: Forca unitaria na extremidade com 11 néds igualmente es-
pacados, utilizando-se o MIP.

Caso a forga seja aplicada no meio da barra, como retratado na figura 29,
tem-se que a solucdo analitica é dada por:

Q L
- _x_ < =
u(z) AL e TS5
QL L
u(zr) = 5EA %€ T3
Para Q, A, L e E unitéarios, tem-se:
1
u(z) = z se x< 5 (5.5)
1 1
u(z) = 5 seT>g
ﬁ“"ﬂ.
Q

| L/2 |
Figura 29: Forga concentrada no ponto médio
Este caso aborda novamente a aplicacao direta da forca em um né, no

entanto, utilizou-se 0 MGSE na mesma configuracao nodal e de integragéo, com
um ponto de Gauss por subdominio. O resultado é mostrado na figura 30.
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Figura 30: Forca unitaria no ponto médio da barra utilizando-se o
MGSE.
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Figura 31: Forca unitaria aplicada fora das posicbées nodais
utilizando-se o MGSE.

Aplicando-se uma forca em uma posicao nao nodal, a fungdo ¢ deve
ser avaliada nessa posicdo e em seguida devera ser efetuada a multiplicacéo
da forca de modo a realizar a sua distribuicdo para os nés das proximidades.
Fazendo-se esse calculo para o MGSE e para o MIP de uma forga na posicao
0,575, a distribuicao da forca no sexto subdominio é dada por 0,25 e 0,75 para
o sexto e o sétimo nds, respectivamente, para os dois métodos. Na figura 31 é
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apresentado o grafico dessa analise, onde mais uma vez é mostrado o desem-
penho do MGSE. O resultado do MIP néo foi apresentado nesta dissertacdo mas
€ similar.

5.2 Casos bidimensionais

De modo a avaliar os métodos sem malha em analises bidimensionais,
foram efetuados trés tipos de carregamento em chapas de comprimento L e
Largura D conforme indicado nas figuras 32, 33 e 34. Para facilidade de célculos,
foi atribuida espessura unitaria a todos os casos, resultando em um momento de
inércia da sec¢do tranversal de I = D3/12.

R
—=
I [
P
D=1 p———> Z
¥
§> —=
—=
3‘; —=

L=4

Figura 32: Chapa fixa na origem e sobre roletes em x igual a zero
com forga distribuida p constante aplicada no contorno direito.

P
bvdbbd s b b ddbs e T d b bbbl dd

»)
I
\*ﬁvI\v\»

L=10

Figura 33: Chapa engastada com forca distribuida p constante apli-
cada no contorno superior.

Para a resolucao numérica dos casos apresentados, foram criadas duas
malhas separadas, a de distribuicdo nodal e a de integragdo. As malhas foram
geradas de maneira similar ao exemplo apresentado na figura 35, contendo oito
divisdes no comprimento e quatro divisdes na largura. De acordo com essa
distribuicao, esta malha tem nove n6s no comprimento e cinco na largura, total-
izando 45 nos.
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Figura 34: Chapa engastada com forca distribuida p aplicada no con-
torno direito.
1 f 11 16 21 26 31 36 41
2 7 12 17 22 it 32 37 42
3 8 13 18 23 28 33 38 43
4 Q 14 19 24 29 34 39 44
5 10 15 20 25 30 35 40 45

Figura 35: Exemplo de distribuigdo de nds coincidentes com a malha
de integracéao.

Utilizando-se uma base linear no método de interpolagédo de ponto para
o caso indicado na figura 32, foi aplicada uma distribuicao regular de nés de
27x9 e uma malha de integracdo idéntica para obtencado dos resultados. Na
malha de integracéo, foram utilizados um total de 16 pontos de Gauss por célula,
ou seja, quatro pontos de Gauss na direcdo x e quatro na direcdo y. Assim,
considerando-se o médulo de Young £ como 2, 0x10°, o coeficiente de Poisson v
0,3 e a forga distribuida p como 1000, foram obtidos como resultados numéricos
para o deslocamento na diregdo = dos nos do contorno direito e para o deslo-
camento na diregdo y dos nds dos contornos inferior e superior, os valores de
2,0x1072 e 7,5x107°, respectivamente. Esses valores, apresentados nas figuras
36 e 37, estdo em conformidade com o que se obtém com a teoria de chapa
em estado plano de tensdo, como pode ser visto pela solu¢do analitica para os
deslocamentos u,, e u,, do primeiro caso bidimensional descritos por:

Upy = pL/E = 2,0x 107
u,, = —-vpD/(2E) = =7,5x107°
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Figura 36: Deslocamentos para o primeiro caso bidimensional
utilizando-se o MIP com base linear. Em preto estdo os represen-
tados os deslocamentos na direcao x dos nés da extremidade livre e,
em azul, os deslocamentos dos nés restritos.
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Figura 37: Deslocamentos para o primeiro caso bidimensional
utilizando-se o MIP com base linear. Em preto estdo os represen-
tados os deslocamentos na direcdo y dos nds do contorno inferior e,
em azul, os do contorno superior.

Fazendo-se uso de uma base linear do MIP, sdo necessarios trés pontos
para a composi¢do da matriz momento P, e posterior confecgdo da funcdo de
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forma. Na sua confecgao, s6 ocorre o caso critico de ndo inversao de P, se os
trés nos selecionados estédo alinhados. Essa situagéo é facilmente resolvida pela
substituicdo do né mais afastado do subdominio pelo né seguinte mais préximo,
nao havendo necessidade de eliminagéo de linhas e colunas. A figura 38 mostra
a funcao de forma efetuada a partir de uma base linear.

Figura 38: Funcao de Forma MIP com base linear.

Citando-se novamente o problema representado pela figura 32 e calcu-
lando a solugao utilizando-se a base quadratica completa do MIP, obteve-se tam-
bém o resultado exato. Vale destacar a diferenca quanto ao perfil de aplicacao
de forga no contorno direito para base quadratica e para base linear, conforme
indicam as figuras 39 e 40.
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forga aplicada no contomo direito

Figura 39: Forca obtida a partir de fungéo de forma do MIP com base
linear.
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Figura 40: Forca obtida a partir de fungéo de forma do MIP com base
quadratica.

Para a resolugéo do caso representado na figura 33 utilizou-se o MIP com
funcdes de forma de base quadratica completa, aplicando-se uma distribuicao
regular de nés de 31x3 e uma malha de integracao idéntica. Utilizou-se, ainda, a
mesma quantidade de pontos de Gauss por quadratura de integracdo do exemplo
anterior, ou seja, 16 pontos de Gauss. Atribuindo-se ao mdédulo de elasticidade e
ao coeficiente de Poisson os valores de 2,0x10® e 0,3; ao comprimento e largura
da chapa valores de 10 e 1, obtém-se, para uma forca distribuida p de valor de
10, o deslocamento da linha média da chapa conforme indicado na figura 41.
Nessa figura, a linha continua de cor preta representa a solugao analitica e a
linha formada pelos circulos azuis representa a solugao numérica.

No célculo da solugdo analitica do caso apresentado na figura 33, foi
considerado o modelo de Bernoulli-Euler para uma viga engastada. Calculando-
se o0 momento fletor M (x) em relagéo ao ponto A a uma distancia x do engaste,
conforme representado na figura 42, obtém-se a equacgao:

_ —pa’ pL?

M(z) = 5 +pLx — 5 (5.6)

De acordo com a teoria de Bernoulli-Euler para um material com médulo
de elasticidade E e coeficiente de Poisson v, o deslocamento transversal da linha
média u, da viga é descrito conforme a equagéo:

2
d“u,

ET
dz?

= M(z) (5.7)
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Figura 41: Deslocamento da linha média da chapa representada na
figura 33.
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Figura 42: Diagrama para calculo do momento fletor em relagéo ao
ponto A.

Pela combinacao das expressoes 5.6 e 5.7 tem-se:

d*u, 1 —pa? pL?
S Ly — — :
Gz E g trle) (5:8)
Integrando-se a equacao 5.8 obtém-se:
du, 1 —p2x®  pLz? pL’x ‘
@ Bl 6 Tz g tw

A constante de integracao ¢, € zero pois a viga esta engastada. Integrando-
se pela segunda vez a equagéo 5.8 obtém-se o deslocamento w,,.
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1 —px* pLa® pL22?
“5ilos T g ) te

Uy

A constante ¢, € nula, pois para o caso explicitado o deslocamento v, € zero
em z = 0. Assim, o deslocamento u, € descrito pela equagéo:

1 —px* pLa® pL?a?

uy =gl T 1

) (5.9)

Aplicando-se a solucédo anterior e a0 momento de inércia I = D3/12 os
valores: L=10;D=1;E=2,0 x 10%; » = 0,3; p = 10, obtém-se:

u,(L) = —7,5x 1074

O MIP com fungdes de forma de segunda ordem apresenta como dificul-
dade o fato de ser mais comum o posto da matriz momento P, ser menor que
seis, tornando-a nao inversivel. A impossibilidade de inversao da matriz momento
advém do numero insuficiente de suas linhas linearmente independentes de uma
das coordenadas cartesianas para um numero excessivo de coeficientes de inter-
polagcdo na mesma direcdo. Vale ressaltar que as linhas de P, estdo associadas
aos nos escolhidos, e as colunas, aos monémios, ou seja, nao necessariamente
é efetuada a eliminagdo da mesma linha e coluna, podendo ser eliminada a linha
5 correspondendo ao quinto n6 mais afastado do ponto de Gauss avaliado e a
coluna 4 correspondendo ao monémio z2, indicando a deficiéncia no nimero de
coordenadas z.

Duas estratégias foram adotadas de modo a contornar o problema de nao
inversao da matriz P,. Primeiramente, foi efetuada uma medida paliativa de modo
a contornar o problema da inversdo sem perda de monémios ou nés, realizando-
se uma determinada quantidade de trocas do ultimo n6. O "teto" de trocas foi
estabelecido como quatro, sendo relativamente baixo, haja vista a possibilidade
de ocorrer o problema simultaneamente em outros nés ou mondémios e as trocas
serem irrelevantes. A segunda estratégia foi aplicada seguida a primeira e con-
siste em eliminar os nés e os monémios que causam deficiéncia no posto de P,,.
O programa foi desenvolvido de modo a dar preferéncia de eliminagdo dos nos
mais afastados e dos mondémios de ordem mais alta.

Uma alternativa interessante de burlar o problema de eliminacao de nés e
mondmios € utilizar um arranjamento randémico dos nds no interior do dominio.
Ao contrario de um arranjo regular, onde ocorrem valores de coordenadas nodais
repetidas, essa pratica elimina quase que totalmente a possibilidade matriz mo-
mento P, singular, mas apresenta como desvantagem a nao regularidade da
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malha, o que pode ser atenuada por uma pequena oscilacdo dos pontos nodais.
Os Unicos n6s que foram mantidos em um arranjo regular sdo os do contorno,
de modo a garantir a cobertura correta do seu perfil e ndo prejudicar a aplicagéo
das condicdes de contorno de forca e deslocamento.

Utilizando-se o MIP com distribuicao nodal de posicionamento randémico
para a resolugdo do caso representado pela figura 34, alterou-se o posiciona-
mento dos nés na ordem de centésimo nas dire¢des x e y. Para se fazer analogia
desse caso com o0 comportamento de uma viga carregada com forca P em sua
extremidade, utilizou-se uma forga distribuida como expressa a equagéao:

p=—5:(— " (5.10)

Assim, a integral da forca ao longo deste contorno deve resultar em:

/pdy: —P

Fazendo-se a resolucao analitica similar a do caso representado na figura
33 chega-se a equacao:

P Lx* 23
— (- 5.11
P 313 I? PL?
=0 =506~ 6= "3Er

Aplicando-se a solucédo anterior e a0 momento de inércia I = D3/12 os
valores: L=20; D =1; E =2 x 10%; v = 0,3; P = 100, obtém-se:

u, = —0,016

Como a referéncia (LIU; GU, 2003) ndo deixa claro se a quantidade de
nds no dominio de influéncia € limitada a seis, optou-se como uma outra tenta-
tiva de entender o método de interpolagcéao de ponto, incluir quantos nés fossem
possivel dentro da distancia de duas vezes o espacamento nodal nas direcdes x
e y. Assim, a base de funcgdes fica livre para inclusao de maior numero de noés
dentro deste intervalo. Limitou-se superiormente o numero de nds a 21 unidades,
podendo-se assim incluir até funcbes de 52 ordem. Aplicando-se esta estratégia
para o terceiro caso, obteve-se o deslocamento da linha média explicitado na
figura 43.

De modo a avaliar o método de Galerkin sem elementos, foi solucionado
novamente caso representado pela figura 32 e, para facilidade dos célculos,
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Figura 43: Deslocamento da linha média do caso representado na
figura 34 utilizando-se o MIP com base até 52 ordem.

foram repetidos os valores atribuidos ao moédulo de Young, coeficiente de Poisson
e de intensidade de carregamento aplicados a solugdo do MIP linear. Nessa res-
olucdo pelo MGSE foram utilizados dominios de influéncia circulares e uma base
quadratica completa, além da geracao da fungao peso a partir de uma fungao ex-
ponencial. A funcado exponencial utilizada € apresentada na equacao seguinte,
fazendo com que as fun¢des de forma apresentem o perfil indicado na figura 44.

6_(8/(C sméz))Q — e_(smdz/(c Smc’m:))2

w(s) - 1 — ef(smc’m:/(c smdz))Z ’ pa/ra/ 5 S Smd:v (512)

w(s) = 0, para s > Smax

L

DAf--emmmdeeee | cennbonoeees 3

0.05 : b L

Figura 44: Funcdo de Forma MGSE gerada a partir de base
quadratica e de uma fung&o exponencial.
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Na equacgao 5.12, ¢ pode variar no intervalo de 1 a 2, mas atribuiu-se o valor
unitario nas resolucdes desta dissertacao.

Nessa aplicacdo do método de Galerkin sem elementos foram utilizadas
malhas de pontos nodais e de integracao de 33x9 e 17x5, respectivamente, dis-
tribuindo 16 pontos de Gauss por célula de integracédo. Foi dado ao s,,4, 0 valor
de 3,5 vezes o comprimento da diagonal do retdngulo composto pelos espaca-
mentos nodais em z e y. Os valores encontrados estao representados nas figuras
45 e 46.
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Figura 45: Deslocamento na direcdo x dos contornos direto (em
preto) e esquerdo (em azul) utilizando-se o MGSE com base
quadratica e funcao peso exponencial.
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Figura 46: Funcado de forma gerada pelo MGSE a partir de uma
funcéo peso exponencial.

Em se considerando o Anexo B da referéncia (DOLBOW; BELYTSCHKO,
1998) em que a funcdo de forma € aplicada diretamente sobre o contorno e
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atua inclusive em nés interiores ao dominio, tem-se que a forca de superficie
comporta-se como na figura 47. Nessa figura pode ser observado que os nés da
primeira a quinta linha da malha nodal distantes da superficie receberam parte
da distribuicdo das forgcas. Vale ressaltar que a soma dos valores do vetor forga,
como nao podia deixar de ser, resulta em 1000 unidades, equivalendo a 1000x1
(dimensao D x forga distribuida p).

forga primeira linha tracionada  }-.---45------ =

forga segunda linha tracionada
. | =&~ forga terceira linha tracionada :
r-| <&~ forga quarta linha tracionada -~ P 4
v | =&~ forga quinta linha tracionada

nos de cima para baixo

; - . |
40 60 80 100 120 140
farga aplicada

Figura 47: Distribuicdo de forca aplicada no contorno para o caso
representado na figura 32, utilizando-se o MGSE com base quadratica
e funcéo peso exponencial.

Em relacdo aos deslocamentos prescritos utilizou-se a técnica sugerida
no primeiro artigo sobre o MGSE, (LU; GU; BELYTSCHKO, 1994), conforme de-
scrito na equagéo 3.18, onde N séo fungdes lagrangeanas.

O calculo de G pode ser entendido como a divisdo para os nds exter-
nos ao intervalo avaliado das contribui¢cdes das fung¢des de forma ¢, de acordo
com os proporcdes calculadas pelas fungcdes lagrangeanas. Neste trabalho, as
funcdes lagrangeanas utilizadas foram as de primeira ordem. Para o calculo de
qi. foi utilizado o pré-conhecimento do deslocamento devido ao efeito gerado pelo
coeficiente de Poisson de um ponto na posicéo y, ratificando para cada ponto do
contorno fixo em x = 0 um deslocamento prescrito u de —vpy/E. Nesse caso, 0
trabalho de imposicao dos deslocamentos prescritos aumenta consideravelmente
quando comparado com o MIP, onde se efetua, simplesmente, a eliminagdo de
linhas e colunas. Baseado nesse exemplo, pode-se dizer que o trabalho de pro-
gramacao e numérico sao maiores no MGSE em virtude da introducado de mais
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uma integral a ser calculada para cada deslocamento prescrito.

No ultimo exemplo bidimensional, foi efetuada a resolugdo do caso rep-
resentado na figura 34 pelo método de Galerkin sem elementos, utilizando-se a
base quadratica completa com funcao peso formada a partir de spline quartica.
Na figura 48 € apresentada uma fungao de forma gerada a partir da utilizacao de
uma spline quartica como fung¢ao peso.

D2+4------- L E—  p——— S 3
; m'«. : -
i Y ' :
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0.1 4------- G e bemeees 4
D05-------doff e
TN
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15 2 25

Figura 48: Funcao de forma gerada pelo MGSE a partir de uma
funcdo peso de spline quartica.
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Figura 49: Deslocamento na dire¢do y da linha média da chapa rep-
resentada na figura 34 utilizando-se o MGSE com base quadratica e
funcdo peso spline quartica.

Utilizando-se uma malha de distribuicdo nodal de 81x5 e uma malha de
integracéo de 41x3 pontos, tem-se na figura 49 a solucdo para os deslocamentos
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da linha média ao longo do comprimento. Mais uma vez utilizou-se uma linha
continua de cor preta para representar a solugao analitica e circulos azuis para
representar as solugées numéricas.
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Figura 50: Distribuicdo de forca aplicada no contorno para o caso
representado na figura 34 utilizando-se o MGSE com base quadratica
e fungao peso spline quartica.

A contribuicdo da forca aplicada aos cinco nés do contorno se distribui ao
longo da linha do contorno e de quatro fileiras de nés atras da mesma, conforme
representado na figura 50.

5.3 Corpos trincados

Na resolucao de problemas relacionados a corpos trincados foram uti-
lizadas as abordagens: critério de visibilidade e critério de difragdo no MGSE,
além de um breve estudo de enriquecimento do MIP com fungdes salto e ponta de
trinca. Em todas essas aplicagdes foram utilizados exemplos envolvendo trinca
de aresta. A validacao dos testes principais foi efetuada calculando-se o valor de
K7 para uma placa trincada com 16 de comprimento e 7 de largura, tracionada
por uma forca distribuida unitaria. Os valores do méddulo de elasticidade e do co-
eficiente de Poisson foram 100000 e 0,3, respectivamente. A trinca do tipo aresta
€ indicada na figura 51, numa localizac&o central em relacdo ao eixo dos x, var-
iando da aresta superior com ordenada 3,5 até a posi¢ao inferior com ordenada
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aleatoria de 0,32. O valor de K; analitico é de 7,74, conforme mostra tabela 3.

T
Wil

c=1 c=1

Figura 51: Corpo trincado sob modo-| de fratura.

Em relagéo ao critério de visibilidade e de difracao foi aplicado o método
de Galerkin sem elementos com malhas de distribuicdo nodal e de integracédo
coincidentes, sendo a ultima com 64 pontos de Gauss por célula. Em ambos
os critérios, adotou-se como funcéo peso a spline de 4% ordem apresentada na
tabela 1. Os valores de K; foram encontrados tendo por base a equacéao 2.12
que o associa a energia J.. liberada durante a propagacao da trinca e também
baseando-se no calculo numérico da integral representada pela equagao 2.41.
A figura 52 apresenta os perfis das fungdes de forma para os critérios de vis-
ibilidade e difracdo considerando-se uma trinca central. Nessa figura pode se
notar a diferenca da suavizacao na regiao da trinca para a funcédo de forma sob
o critério de difracao em relacao ao de visibilidade.
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Figura 52: Funcao de forma para MGSE cortada por uma trinca cen-
tral sob critério de visibilidade (a esquerda) e sob critério de difragao
(a direita).

Para o critério de visibilidade foi utilizada, primeiramente, uma distribuicao
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nodal de 64x33 nds, encontrando-se um valor de K; de 8,30. Esse valor corre-
sponde a um erro relativo de -7,24%. Nas figuras 53 e 54 estdo apresentados
os deslocamentos das extremidades da chapa representada na figura 51 e os
deslocamentos dos pontos posicionados a 0,1 unidades de comprimento antes e
depois da trinca.
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Figura 53: Deslocamentos das extremidades da chapa pelo critério

de visibilidade.
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Figura 54: Deslocamento de pontos distantes 0,1 unidades de com-
primento antes e depois da trinca pelo critério de visibilidade.

Adotando-se 0 mesmo procedimento para uma malha mais refinada, com
uma distribuicdo nodal de 122 x 61, tem-se que valor de K; encontrado é de 8,01.
Esse resultado apresenta um erro relativo de -3,49%, o que indica decaimento
do erro.

Repetindo-se o processo com o critério de difragéo, utilizando-se as mes-
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mas malhas, obtém-se para os graficos indicados nas figuras 55 e 56, os valores
de K; de 7,29 e 7,49, respectivamente. Esses valores indicam erros, respectiva-
mente, de -5,8% e -3,2%, também apresentando diminuigdo com o refinamento
da malha, além serem menores que 0s encontrados pelo critério de visibilidade.
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Figura 55: Deslocamentos das extremidades da chapa pelo critério
de difracao.
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Figura 56: Deslocamentos de pontos distantes 0,1 unidades antes e
depois da trinca pelo critério de difracao.



6 CONCLUSOES

As aplicacbées dos métodos sem malha nesta dissertacao apresentaram
resultados satisfatérios quando empregados em casos unidimensionais e bidi-
mensionais, 0 que nao repetiu plenamente quando aplicados ao calculo de K;
relacionado ao estudo de trincas. Contudo, como primeira experiéncia na Fac-
uldade de Engenharia da UERJ, pode-se dizer que se trata de um trabalho des-
bravador, haja vista a complexidade do assunto.

Fazendo-se um paralelo com MEF, os métodos sem malhas sao efetua-
dos de um modo mais complexo e dependente de muitas variaveis simultanea-
mente. Esta caracteristica, aliada ao aumento no tempo de processamento dos
calculos numéricos, tende a deixar o método menos acessivel se comparado
a simplicidade dos métodos dos elementos finitos e das diferengas finitas. No
entanto, seu entendimento fornece uma visdo macroscopica dos métodos tradi-
cionais, permitindo e incentivando novas pesquisas.

Quanto ao método de interpolacao de ponto, pode-se afirmar que sua
principal virtude estd na simplicidade de sua utilizagéo. A facilidade de eliminar
linhas e colunas nas aplicacées das condi¢cdes de contorno e 0 modo de apli-
cacao de forcas de superficie tém similaridade com o método dos elementos
finitos, sendo bastante familiar ao programador. Por outro lado, a rotina central
de resolugéo sugerida nesta dissertagéo, denominada algoritmo de triangula¢do
de matrizes, é relativamente complexa de ser levada a éxito, pois na execucao
do programa, por vezes, aparecem novos casos de problemas de matriz mo-
mento P, singular. A alternativa de arranjo randémico solucionou quase total-
mente essa singularidade, mas prejudicou o melhor posicionamento dos nés. A
solucao encontrada para este caso foi alterar o minimo possivel a malha nodal.
Outra dificuldade foi a limitagdo imposta pelas poucas informagdes da referén-
cia relativa ao MIP. A principal delas foi a falta de clareza quanto a quantidade
de nos utilizados. Nesse contexto, foram utilizadas analises bidimensionais com
base linear com trés nds, base quadratica de seis nGs ou uma base com quantos
nés coubessem no dominio de influéncia, limitando-os a 21 nés. Foram obtidos
resultados satisfatérios em todas essas andlises.

O método de Galerkin sem elementos lembra o método dos elementos
finitos somente no aspecto da utilizagdo do método do residuo ponderado de
mesmo nome, pois, desde a aplicagcao das condi¢gdes de contorno por meio dos
multiplicadores de Lagrange até a aplicagdo das forcas de superficie atuando
inclusive em nés do interior do dominio, o0 MGSE difere do MEF. Um aspecto
bastante favoravel do método de Galerkin sem elementos € sua estabilidade,
pois € menos suscetivel a perda de precisdo para grandes variagées do dominio
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de influéncia assim como quanto a utilizacao de fungdes pesos diversas.

Uma deficiéncia notéria dos métodos sem malha esta associada ao tempo
de processamento numérico. A necessidade de inversdo de matriz ou de res-
olucdo de um sistema algébrico a cada ponto de Gauss implica em um uso de
uma baixa quantidade destes por célula de integracdo. Esta, talvez, seja a pior
caracteristica em comparagdo com MEF, j4 que a diferenga no tempo de pro-
cessamento é notéria. Assim, em um atividade de pesquisa onde a maioria dos
passos é incerta, ha um prejuizo na dinamica do trabalho, pois qualquer erro,
mesmo que simplério, apenas € percebido apés uma demorada execugdo do
programa efetuado.

A aplicagao dos critérios de visibilidade e de difragdo seguidos do calculo
da integral J, conforme sugerido por (SANTANA, 2004), conduziu a resultados
satisfatérios. Entretanto, em virtude de ndo haverem sido seguidas todas as ori-
entacoes da referéncia (LU; GU; BELYTSCHKO, 1994), como a de utilizacao de
funcbes exponenciais para MGSE, nédo foram obtidos resultados mais precisos.
Ainda assim, os resultados encontrados se apresentam convergentes aos val-
ores analiticos.

Dentro desse contexto, esta dissertacdo deixa a futuros pesquisadores
do assunto em tela uma tentativa de simplificacdo de um método cercado de
sutilezas, sugerindo como trabalho futuro a utilizacao dos critérios de visibilidade
e difracdo para o calculo de K; com fungdes exponenciais para MGSE conforme
sugere a referéncia (LU; GU; BELYTSCHKO, 1994), o que nao foi seguido neste
trabalho. Outra sugestao bastante interessante para o calculo de K é a utilizagao
do método dos elementos finitos generalizados, onde se utiliza como base o MEF
e se incrementa caracteristicas da particdo da unidade pela inclusdo de funcdes
com pré-conhecimento do problema estudado. Sugere-se ainda que um futuro
pesquisador trabalhe com linhas de programagao sem operagdes redundantes e
que utilize uma linguagem de programacao mais eficiente quanto a velocidade,
como FORTRAN ou C ao invés de MATLAB.



REFERENCIAS

ANDERSON, T. L. Fracture Mechanics. 2th. ed. [S.l.]: CRC, 1991.

BABUSKA, J.; MELENK, I. The partition of the unity finite element method.
International Journal for Numerical Methods in Engineering, v. 40, p. 727-758,
1995.

BATHE, K. J. Finite Element Procedures. 2th. ed. [S.l.]: PRENTICE HALL, 1996.

BELYTSCHKO, T.; LU, Y. Y.; GU, L. A new implementation of the element-free
galerkin method. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
v. 113, p. 397414, 1994.

BELYTSCHKO, T.; LU, Y. Y.; GU, L. Crack propagation by element-free galerkin
methods. Engineering Fracture Mechanics, v. 51, p. 295-315, 1995.

BROEK, D. Elementary Engineering Fracture Mechanics. 3rd. ed. [S...]: Martinus
Nijhoff, 1982.

CARPINTERI, A.; VENTURA, G. The partition of unity quadrature in element-free
crack modelling. Computers and Structures, v. 81, p. 1783—1794, 2003.

DOLBOW, J.; BELYTSCHKO, T. An introduction to programming the meshless
element free galerkin. Archives of Computational Methods in Engineering, v. 5,
p. 207-241, 1998.

DOLBOW, J.; BELYTSCHKO, T.; MOES, N. A finite element method for crack
growth without remeshing. International Journal for Numerical Methods in
Engineering, v. 46, p. 131-150, 1999.

DUARTE, C. A.; ODEN, J. T. Hp clouds - an hp meshless method. Numerical
Methods for Partial Differential Equations, v. 12, p. 673—705, 1996.

DUFLOT, M.; NGUYEN-DANG, H. A meshless method with enriched weight
functions for fatigue crack growth. International Journal for numerical methods in
enginnering, v. 59, p. 1945-1961, 2004.

EWALDS, H. L.; WANHILL, R. J. H. Fracture Mechanics. 1th. ed. [S..]: Edward
Arnold, 1989.

FLEMING, M. et al. Enrich element-free galerkin methods for crack tip fields.
International Journal for numerical methods in enginnering, v. 40, p. 1483—1504,
1997.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 86

FLEMING, M. et al. Meshless methods: an overview and recent developments.
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, v. 139, p. 3—47, 1996.

HAUSSLER-COMBE, U.; KORN, C. An adaptive approach with the element free
galerkin method. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
v. 162, p. 203—-222, 1998.

HEGEN, D. Element-free galerkin methods in combination with finite element
approaches. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, v. 135,
p. 143-166, 1996.

KALJEVIC, I.; SAIGAL, S. An improved element free galerkin formulation.
International Journal for Numerical Methods in Engineering, v. 40, p. 2953—-2974,
1997.

KNOW, Y. W.; BANG, H. The Finite Element Method Using MATLAB. 2th. ed.
[S.L]: CRC, 1996.

LACROIX, D.; BOUILLARD. Improved sensitivity analysis by a coupled fe-efg
method. Computers and Structures, v. 81, p. 2431-2439, 2003.

LIU, G. R.; GU, Y. T. A matrix triangularization algorithm for the polynomial point
interpolation method. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
v. 192, p. 2269-2295, 2003.

LU, Y. Y.; GU, L.; BELYTSCHKO, T. Element-free galerkin methods. International
Journal for Numerical Methods in Engineering, v. 37, p. 229—-256, 1994.

LUCY, L. B. A numerical approach to the testing of the fission hypothesis.
Astronomical Journal, v. 82, p. 1013—-1024, 1977.

MENDEZ, S. F. Meshfree methods and finite elements: friend or foe? Tese (Tese
de doutorado) — Universitat Politecnica de Catalunya, Catalunya, Espanha,
2001.

MONAGHAN, J. J. Why particle methods works. SIAM Journal of Scientific and
Statistical Computing, v. 3, p. 422, 1982.

NAYROLES, B.; TOUZQOT, G.; VILLON, P. Generalizing the finite element
method: diffuse aproximation and difuse elements. Computation Mechanics,
v. 10, p. 307-318, 1992.

ORGAN, D.; BELYTSCHKO, T.; GERLACH, C. Element free galerkin methods
for dynamic fracture in concrete. Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, v. 187, p. 385-399, 2000.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 87

ORGAN, D. et al. Continuous meshless approximations for nonconvex bodies by
diffraction and transparency. Computation Mechanics, v. 18, p. 1-11, 1996.

RAQ, B. N.; RAHMAN, S. An efficient meshless method for fracture analysis of
cracks. Computation Mechanics, v. 26, p. 398—408, 2000.

SANTANA, W. C. de. Um método robusto de elementos finitos generalizados
aplicado a mecénica da fratura. Tese (Tese de doutorado) — PUC, Rio de
Janeiro, RJ, 2004.



	CONSIDERAÇÕES INICIAIS
	Comparação com outros métodos numéricos
	Histórico

	FUNÇÕES DE APROXIMAÇÃO APLICADAS
	Critérios de aproximação clássicos
	  Mínimos quadrados móveis (MQM)
	  Smooth particle hydrodynamic (SPH)
	  Partição da unidade (PU)
	  Método de interpolação de ponto (MIP)


	MECÂNICA DA FRATURA
	Considerações iniciais
	Histórico
	Integral de contorno
	  Extensão da trinca virtual: formulação da derivada da rigidez
	  Extensão da trinca virtual: abordagem em meio contínuo
	  Integral de domínio de energia

	Implementação
	  Separação dos modos


	MÉTODO DE GALERKIN SEM ELEMENTOS
	Método dos resíduos ponderados
	  Método da colocação
	  Método dos mínimos quadrados
	  Método de Galerkin

	Método de Rayleigh-Ritz
	Método de Galerkin sem elementos
	  Formulação variacional e discretização
	  Acoplamento MGSE-MEF

	Aplicação do MIP ao método dos resíduos ponderados de Galerkin
	Integração do domínio

	REPRESENTAÇÃO COMPUTACIONAL DA TRINCA
	Critérios de visibilidade e de difração
	Enriquecimento da base
	Funções propositivas enriquecidas
	Método nuvens HP

	RESULTADOS
	Casos unidimensionais
	Casos bidimensionais
	Corpos trincados

	CONCLUSÕES
	REFERÊNCIAS

