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RESUMO

BARROSO, Carlos Daniel Braga Girdo. Modelagem matemética da transferéncia de
calor numa placa plana sob o efeito de uma fonte pontual externa de radiacao
térmica. 2008. 63f. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia Mecénica) — Faculdade de
Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2008.

Este trabalho apresenta uma modelagem matematica para o processo de
aquecimento de um corpo exposto a uma fonte pontual de radiacdo térmica. O
resultado original que permite a solucdo exata de uma equacao diferencial parcial
nao linear a partir de uma sequéncia de problemas lineares também é apresentado.
Graficos gerados com resultados obtidos pelo método de diferencas finitas ilustram a
solugéo do problema proposto..

Palavras-chave: Transferéncia de calor; Radiacdo; Formulagdo variacional;

Simulacdo numeérica.



ABSTRACT

BARROSO, Carlos Daniel Braga Girdo. Mathematical modeling of the heat transfer
phenomenon on a flat body exposed to a punctual source of thermal radiation. 2008.
63f. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia Mecéanica) — Faculdade de Engenharia,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2008.

This work presents a mathematical model for the heating process on a body
exposed to a punctual source of thermal radiation. An original result, that allows the
construction of the exact solution for a non-linear partial differential equation by
solving a sequence of linear problems, is also presented. Graphic images generated
from the results obtained through the Finite Difference Method illustrate the solution
of the proposed problem.

Keywords: Heat transfer; Thermal radiation; Variational formulation; Numeric

simulations.
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INTRODUCAO

Este trabalho tem como tema o fenémeno de transmissdo de calor em regime
permanente num corpo rigido, opaco, convexo e em repouso, imerso num meio nao
opaco (no que diz respeito a radiacao térmica).

Quando um corpo com temperatura diferente de zero (absoluto), esta imerso
num meio ndo opaco ele emite radiacdo térmica para sua vizinhanca. H4 um fluxo de
energia do corpo para a vizinhangca gerando um processo de transferéncia de
energia no interior deste corpo que é afetado pela existéncia de outras fontes
externas cujas emissdes atinjam a superficie do corpo em questéao.

Os processos de transmisséao de calor em satélites artificiais e em “flares” de
plataformas sdo exemplos de aplicacdes. De um modo geral, situacbes onde h&
existéncia de altas temperaturas e/ou as atmosferas séo rarefeitas, onde a radiacéo
térmica ndo pode ser desprezada quando comparada a conveccdo, Sdo as maiores
aplicacoes associadas ao tema.

A grande motivacdo para este trabalho € a inexisténcia de um ferramental
simples e adequado para o tratamento desta classe de problemas em suas
formulagoes locais. A mais simples das descri¢coes locais para o processo acoplado
de transferéncia de calor conducao/radiacdo consiste de uma equacao diferencial
parcial eliptica sujeita a condi¢cdes de contorno (sempre nao lineares) representando,
por exemplo, o acoplamento condugéo/radiacdo com restricbes unilaterais de
natureza fisica.

A solucdo de tal problema demanda um ferramental bastante sofisticado
implicando em altos custos e falta de profissionais qualificados. Simulagbes
computacionais sem analise matematica/fisica prévia podem gerar respostas sem
sentido fisico ou nem mesmo obter convergéncia.

Neste trabalho serd apresentado um conjunto de procedimentos que permite
abordar estes problemas, a partir de um ferramental simples, sem que seja

necessaria qualquer aproximacao que altere o significado fisico original do modelo.



1 FUNDAMENTOS TEORICOS

Qualquer corpo fora do equilibrio térmico experimenta um processo interno de
transmissao de calor. Se este corpo for rigido e opaco esta transmisséo de calor se
processa por conducao pura, em funcdo dos gradientes internos de temperatura.

Este processo interno de transmissdo de calor € combinado com outros
mecanismos para promover a troca de calor do corpo para a vizinhancga e vice-versa.

O processo de transferéncia de calor ocorrendo dentro do corpo € governado
por uma equacao diferencial definida no interior do corpo enquanto que a
transmissdo de calor de/para a vizinhanca é descrita através de condi¢cdes de
fronteira (condi¢des de contorno)

Quando um ou mais corpos (com temperaturas diferentes de zero absoluto)
encontram-se imersos em meios nao opacos sempre ha um processo de troca de
calor por energia radiante térmica através de suas fronteiras.

Se imaginarmos um corpo convexo como o da figura 1, imerso no vacuo e
sem a presenca de outros corpos, teremos que 0 processo de transferéncia de
energia associado sera um acoplamento entre a conducdo de calor (no interior do
corpo) com a radiacdo térmica (da fronteira do corpo para o exterior). Este
acoplamento, que sera discutido mais adiante, é obtido através da continuidade dos

fluxos normais de calor na fronteira.

Figura 1 — Corpo convexo
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Se ao invés de um corpo convexo tivermos um corpo ndo convexo na
situagdo acima, além das transferéncias descritas acima teremos também uma troca
de calor por radiacdo (direta) entre pontos diferentes sobre a fronteira do corpo. Isto
ocorrera porque ha pontos da fronteira que se “enxergam”. A transferéncia de calor
por radiacdo entre pontos sobre a fronteira do corpo é governada por equacgdes
integrais de Fredholm de Segunda Espécie que por sua vez estardo diretamente
envolvidas nas condi¢cdes de contorno. Este tipo de corpo ndo sera abordado neste

trabalho.

-

Figura 2 — Corpo néao convexo
1.1 Transmissao de calor no interior do corpo

A conservacao da energia € um dos cinco postulados basicos da Mecanica
dos Meios Continuos. Este postulado da origem a seguinte equacdo diferencial,

valida para todo e qualquer subconjunto material de um dado corpo,
p(%(u +%)j=—divq+div(Tv)+pv[g+q em Q (1)

onde Q é um conjunto aberto e limitado pertencente ao ™ (M=1, 2 ou 3), D/Dt

representa a derivada material, div representa o operador divergente, p representa
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a densidade, u a energia interna especifica, v a velocidade, q o fluxo de calor por
unidade de tempo e area, T o tensor de Cauchy, g a for¢ca de corpo externa por
unidade de massa e ¢ a taxa de fornecimento de calor por unidade de tempo e

volume.
Impondo que as equacdes de continuidade e de quantidade de movimento

sejam satisfeitas para o corpo em questao, podemos reduzir (1) a seguinte forma
Du . .
pﬁ:—dlvq+TDgrad v+q emQ (2)

onde grad representa o operador gradiente.

Sob as hipéteses do corpo rigido e em repouso, a equacéo (2) se reduz a
pc%—-[ =-divg+gqg em Q (3)

onde 0T/ot representa a derivada parcial com relacdo ao tempo, c¢c o calor

especifico e T a temperatura.
A hipétese de o corpo opaco (que nado transmite energia por radiacédo) faz

com que ( represente apenas uma taxa de geracdo de calor por unidade de tempo
e volume. Este campo ¢ pode depender da temperatura T e da posi¢céo espacial.

Para processos em regime permanente, objetivo deste trabalho, a equacéao

(3) se reduz a

—-divg+g=0 em Q 4)
1.2 Lei de Fourier

Para todos os fenbmenos envolvendo transporte de energia no interior de
corpos neste trabalho, a Lei de Fourier serd empregada para correlacionar o campo

de temperaturas com o fluxo local de calor.
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A Lei de Fourier € uma equacao constitutiva que, para materiais isotropicos,
estabelece que

g=-kgrad T (5)

onde T é o campo de temperaturas, q o vetor fluxo de calor por unidade de tempo e

area e k € a condutividade térmica. A condutividade térmica k é um campo escalar
que pode depender da posicéo e da temperatura.

A forma da equacao (5) € a mais simples possivel satisfazendo os principios
basicos da Termomecéanica dos Meios Continuos, como o principio da indiferenca
material.

Nos ultimos anos muitas criticas vém sendo feitas ao uso da Lei de Fourier
em situacdes onde existam grandes variacdes de temperatura em pequenas regioes
(grandes gradientes). No entanto, experimentos realizados com diversos materiais
demonstram que para gradientes até a ordem de 300°C/cm a referida Lei ndo
apresenta discrepancias significativas com a realidade. O mesmo pode ser garantido
para gases, mesmo a pressdes muito baixas (na ordem de 0,0000001 atmosfera) e o
gradientes de temperatura muito altos.

Combinando (4) e (5), obtemos a seguinte equacéao diferencial parcial eliptica

divk grad T)+g=0 em Q (6)

a qual governara os processos de transferéncia de calor, em regime permanente, no

interior do corpo continuo representado ela conjunto aberto limitado Q.

1.3 Condicdes de contorno usuais e suas limitacoes

Amparadas pelo apelo didatico e pela simplicidade de sua utlizacdo as

condi¢cbes de contorno em geral associadas ao problema (6) sdo do seguinte tipo
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T=F(X) sobre 9Q, e gradTih=0 sobre 0Q, (7)

onde lf(X) é uma funcdo conhecida sobre 9Q, (0Q, ndo pode ser um conjunto
vazio), 0Q, 10Q,=0Q representa a fronteira de Q e n representa o vetor normal

unitario exterior.

A condicdo de contorno acima impde que a temperatura seja prescrita sobre
uma parte da fronteira e que a outra parte seja termicamente isolada (isto é, tenha
fluxo normal de calor nulo). Este tipo de condicdo de contorno, apesar de
matematicamente conveniente, € bastante limitado no que diz respeito A
representacdo de fendmenos reais. Nao h& como se impor na pratica uma
temperatura sobre uma parte da fronteira do corpo bem como néo ha fronteiras
perfeitamente adiabaticas.

As condi¢Bes de contorno aceitaveis para a equacdo (2.6) sdo aquela que
surgem a partir das condicdes de salto no flux normal de energia através da fronteira
0Q . Em outras palavras, devemos impor que o fluxo normal de calor por unidade de
tempo e area chegando por conducédo a fronteira do corpo (proveniente do seu
interior) seja igual ao fluxo normal de calor por unidade de tempo e &rea deixando
esta fronteira em diregéo a vizinhanca.

Por exemplo, se admitirmos que o corpo troca calor por conveccdo com a sua

vizinhanca teremos a seguinte condi¢do de contorno.

-k grad T(h =, Sobre 9Q (8)

Se admitirmos que d.,,, € dado pela Lei de Newton do Resfriamento e que a

vizinhanca esta a uma temperatura T, com coeficiente de filme h, teremos

-k grad Tch=h(T -T_) sobre 0Q (9)

A condicdo de contorno linear acima é a mais simples que existe dentro de
um contexto fisicamente admissivel, Quanto mais aquecido estiver o corpo maior
sera a perda de calor deste para o0 universo que o cerca.

Além disso, a condicao (9) tem como caso limite, a condicéo (7) ja que:
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a) se h —» 0 sobre 0Q,teremos o caso da superficie isolada;

b)se h - o sobre 0Q, teremos o caso de temperatura prescrita (T =T_). T, poderia

ser exatamente F(X).

Infelizmente a condicédo de contorno (9) ndo se adéqua a todas as aplicacoes.
Muitas vezes é necesséario considerar condicdes muito mais complexas sobre 0Q .
Para ilustrar este fato consideremos que o corpo representado por Q fosse um
COrpo negro convexo imerso no vacuo (sem a presenca de outros

emissores/refletores de radiacdo térmica). Neste caso a condi¢do de contorno seria

—k grad TCh =g, sobre 0Q (10)

onde gy, representa o fluxo de calor por unidade de tempo e area deixando a

superficie 0Q em cada ponto. Uma vez que o corpo é negro e convexo, (1) é

representada por

—k grad Tln=0T* sobre 9Q (11)

onde o € a constante de Stefan-Boltzmann e T representa a temperatura absoluta.

Quando o corpo nao for convexo a equacao (11) ndo sera mais suficiente
para representar a condicdo de contorno, isto porque havera emissdo direta do
corpo ara ele mesmo. Neste caso teremos que incorporar a (11) um operador
integral ficando com uma expressao do tipo

-k grad Toh=0T" - j K(X,Y) oT*dS sobre 0Q (12)

YOoQ

onde K(X,Y) € uma funcdo que depende da geometria do corpo.

Se o corpo for cinzento nem mesmo a forma apresentada em (12) sera

suficiente para descrever o que ocorre sobre a fronteira, como veremos a seguir.
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1.4 Transmisséo de calor por radiagdo — corpos cinz ~ entos

Uma das suposicbes mais comuns em engenharia é a de que as
propriedades associadas a radiacdo térmica ndo dependem do comprimento de
onda da radiacdo. Tal hipotese caracteriza as chamadas “superficies cinzentas”.

Neste trabalha a discussao serda limitada a superficies cinzentas difusas. Uma
superficie cinzenta difusa reflete a energia radiante térmica de maneira uniforme e
independente da historia da radiacdo incidente. Isto permite uma simplificacdo na
abordagem matemética possibilitando a combinacdo direta das parcelas emitida e
refletida da radiagéo.

Os corpos cinzentos sédo, na verdade, generalizagcdes dos corpos negros. A
energia emitida por radiacdo, por unidade de tempo e area, a partir de um ponto

sobre a superficie de um corpo cinzento, é dada por

e=¢ceg =&0T* (13)

onde e, € a energia emitida por radiacdo, por unidade de tempo e area, a partir de

um ponto sobre a superficie de um corpo negro a temperatura T e € € a
emissividade da superficie (0<&<1). Quando £=1 o corpo é dito negro, pois o
corpo negro € aquele que apresenta o maior poder emissivo possivel.
Diferentemente do corpo negro, o corpo cinzento ndo absorve toda a energia
radiante incidente. Parte dela é refletida. Assim, duas outras propriedades (ambas

nao negativas) sao definidas, por conveniéncia: a absortancia a e a reflectancia p.

Pelo principio de conservagdo de energia, podemos garantir para um corpo

opaco que

a+p=1 (24)

A Lei de Kirchhoff assegura que

a=¢& (15)

e assim podemos escrever
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p=l-¢ (16)

Para superficies cinzentas difusas torna-se interessante introduzir o conceito
de radiosidade, denotada aqui pela letra B, a qual é definida como a soma das
energias emitida e refletida (representa de fato a energia radiante térmica total

emergente por unidade de tempo e area) sendo dada por
B=¢oT"+ pH (17)

onde H representa a energia radiante térmica incidente por unidade de tempo e
area proveniente da fronteira do proprio corpo e de alguma fonte externa de
radiacdo (conhecida) cuja incidéncia seja conhecida (representa abaixo sobre 0Q
pela funcdo ¢ que é um dado do problema).

Para um dado ponto sobre a fronteira de um corpo a energia radiante térmica

incidente por unidade de tempo e area H é dada por

H=H(X)= j B(Y) K(X,Y) dS+&X) para todo X 09Q (18)

YOoQ

onde I:I(X) representa a funcdo H como funcdo da posicdo X sobre 0Q, é(X)
representa funcdo B (radiosidade) como funcdo da posicdo X sobre 9Q, ¢(X)
representa a funcédo c (efeito de fontes externas de radiacdo térmica) como funcao

da posicdo X sobre 0Q e o ndcleo K(X,Y) € a funcéo dada por

.
[(Y =X)(, JI(X-Y)nh,], |Se ospontos X e Y puderem
(X =YX -Y))* ser conectados por uma linha

K(X,Y) = reta que ndo seja interceptada (19)
por nenhum meio opaco

0 Em qualquer outro caso
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onde “[ ], ” representa a parte positiva do argumento entre colchetes, X € um ponto
sobre a fronteira dQ, Y € também um ponto sobre a fronteira dQ, n, é o vetor
normal unitario exterior sobre dQ no ponto X e n, € o vetor normal unitario exterior

sobre dQ no ponto Y .

A conservacao de energia num espaco fechado permite concluir que

0< J' K(X,Y)dSsl para qualquer X [J0Q (20)

YOoQ

0 que € muitas vezes denominado de “conservacéao do fator de forma”.
Na quase totalidade das aplicaces a desigualdade acima é estrita e satisfaz

a relacdo abaixo

I K(X,Y) dS< <1 paraqualquer X [10Q (1)

YoQ

onde u € uma constante positiva.

Combinando (17) com (18) chegamos a equacao de conservacao da energia

radiante térmica

- 4
B=&oT +,0(6J; B K dS+c) sobre 0Q 22)

onde B= I_5>(X) para todo X00Q, £=£(X) para todo XOJ0Q, T :'f(X) para todo

XOQ, p=p(X) para todo XJ0Q, c=¢(X) paratodo X1IQ e K:K(X,Y) para
todo X00Q e Y 00Q. E importante ressaltar que

K =K(X,Y)=K(Y,X) para X00Q e YO0Q (23)

e que, a variavel espacial Y é utilizada como variavel de integracéo.
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1.5 O acoplamento entre a conducéo e a radiacdo tér mica

O tema central deste trabalho € o estudo da transferéncia de calor em corpos
imersos em meios nao participantes.

Com base nas informagdes anteriores considere um sistema composto por
um corpo rigido, opaco cinzento e em repouso, imerso num meio nao participante e
uma fonte externa de radiacdo térmica representada pela funcdo c definida sobre
0Q . Neste corpo haverd um processo de transmissdo de calor por conducéo

descrito pela equacgéao diferencial
divik grad T)+g=0 em Q (24)
a qual devera estar sujeita a condicdes de contorno.
A condicéo de contorno para a equacao acima sera a ja discutida condicéo de
continuidade do fluxo normal de calor, num contexto onde toda troca de calor entre

corpo e vizinhancga se dé por radiagdo. Assim,

-k grad Tlh =qg,, Sobre 0Q. (25)

O calor transferido (por unidade de tempo e area) a partir de cada ponto sobre
a fronteira do corpo, por radiacdo térmica, é dado pela diferenca entre a energia
emergente (radiosidade) e a energia incidente, ambas por unidade de tempo e &rea.

Desta forma pode-se reescrever (25) na forma abaixo
-k grad Ttn=B-H sobre 9Q (26)
ou ainda, considerando (18),

—k grad Tch=B- J' BK dS+c sobre Q 27)

0Q
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Combinando agora (22), (24) e (27) chega-se a descricdo matematica do
processo de transmissdo de calor conducéo/radiacdo num sistema de N corpos
rigidos, opacos e em repouso imersos hum meio ndo participante. Tal descricdo &

representada por

divik grad T)+g=0 em Q

-k grad Tch=B- j BK dS+c sobre 0Q
a0 (28)

B=£JT4+,0(I BK dS+c) sobre 0Q
0Q

sendo inerentemente nao linear e consistindo de uma equacéo diferencial parcial
eliptica (definida na regido Q) sujeita a condicbes de contorno (representando a
continuidade dos fluxos de calor) e a uma equacéo integral de Fredholm de segunda
espécie definida também sobre a fronteira 0Q (representando a conservacao da
energia adiante térmica)

O problema (28) ndo € suficiente para uma descricdo fisica completa. Uma
vez que o campo T representa uma temperatura absoluta, a solucéo de (28) deve

satisfazer a restricdo termodinamica abaixo

T=0 em Q (29)
1.6 Modelo matematico resultante para um corpo conv  exo

Quando Q € convexo ndo ha troca direta de energia radiante térmica entre
pontos da fronteira do corpo (K =0). Assim, temos a descricdo mais simples

possivel para o problema (2.28) que, com a restricao (2.29) se reduz a

divik grad T)+g=0 em Q
-k grad Tchn=B-c sobre 9Q (30)

B=&oT*+pc sobre 9Q



ou seja,

divik grad T)+g=0 em Q
-k grad Tch =£0T* -£c  sobre 0Q

T>0 emQ

div(k grad T)+g=0 em Q
-k grad Tch =£0T*-£c  sobre 0Q

T=20 emQ umavezque €=1-p.
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(31)



2 MODELAGEM DA TRANSMISSAO DE CALOR NUM CORPO RIGID O, OPACO,
CINZENTO E CONVEXO

Considere o corpo C representado pelo conjunto aberto Q 00 *com fronteira
0Q. Se este corpo estiver em repouso, for rigido e opaco, o processo de
transferéncia de energia no seu interior € a conducéo de calor.

Se o corpo C estiver imerso num meio ndo opaco, havera transmissao de
calor por radiacao térmica entre o corpo e 0 universo exterior. Se o corpo C estiver
imerso num meio material deformavel (fluido, por exemplo) havera troca de calor por

conveccao entre o corpo e o ambiente exterior.

0Q2

Figura 3 — O corpo em estudo (convexo)

Neste trabalho sera considerado que o corpo C esteja imerso num meio
fluido ndo opaco, de tal forma que a troca de calor através da fronteira 0Q se
processe por convecgdo e por radiacdo térmica. Para simplificar o modelo
matematico, a superficie 0Q serd suposta cinzenta e corpo sera suposto convexo

(um corpo convexo nao recebe radiacao térmica diretamente da propria superficie).
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A hipotese de superficie cinzenta consiste em supor que as propriedades
fisicas de dQ independem do comprimento de onda da radiacéo.

O transporte de energia no interior da regido 0Q se da por conducéo de calor.
Este processo de energia (corpo rigido em repouso) é governado pela seguinte

forma reduzida da equacao geral da energia

pc%=divq+q em Q (32)

onde g representa o vetor fluxo de calor (energia por unidade de tempo e de area),
gé a taxa de geracdo interna de calor por unidade de volume e T representa o

campo de temperaturas. Neste trabalho serdo considerados apenas 0s processos
em regime permanente, ou seja, processos onde a temperatura T ndo dependa do

tempo. Nestes casos a equacédo da energia se reduz a
divg+g=0 em Q (33)
O vetor fluxo de calor g € dado, pela Lei de Fourier, por
q=-kgrad T (34)
onde k representa a condutividade térmica. Neste trabalho a condutividade térmica
sera suposta constante e escalar (corpo homogéneo e isotrépico).
Combinando as equacfes acima temos entdo a conducédo de calor em Q
descrita como
divik grad T)+g=0 em Q (35)
A condicdo de contorno para esta equacao diferencial surge da continuidade
do fluxo normal de calor através da fronteira 0Q . Especificamente, a energia que

(vindo do interior do corpo) chega a fronteira deixa o0 corpo por conveccao e/ou por

radiacdo. Esta condicdo de contorno pode ser matematicamente representada por
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qN =Qgyp + deony SObIe 0Q (36)

onde n € o vetor normal unitario exterior definido sobre 0Q , q., € 0 calor (por
unidade de tempo e area) perdido por radiacdo e q.,, € 0 calor (por unidade de

tempo e area) perdido por conveccao.
Para a conveccdo vamos considerar a Classica (linear) Lei de Newton do
resfriamento, que estabelece o seguinte

Ocony = N(T —T_) sobre 0Q (37)

onde h e T, sdo supostos constantes.

Para a radiacdo térmica vamos levar em conta que O corpo € convexo e
cinzento e que existe uma fonte externa de radiacao (cujo efeito € representado aqui

através do termo s) para escrever que
Oreo = €0[T['T —s sobre 9Q (38)

onde o € a constante de Stefan-Boltzmann e &£ € a emissividade [20,22].

E interessante mencionar aqui que o conceito de “corpo cinzento” é uma
idealizacdo que visa preservar o carater difuso da emissdo do corpo negro ao
mesmo tempo em que incorpora 0 comportamento das superficies reais (que
refletem energia e cujo poder emissivo € inferior aquele do corpo negro).

Combinando as equacdes acima, temos o seguinte modelo matematico

div(grad T)+g=0 em Q
(39)
qN = Qgap + ooy SODIe 0Q

ou seja,

div(igrad T)+g=0 em Q (40)
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—k grad Tch =h(T = T,) +&0|T]’T - s sobre 4Q

onde a incognita € o campo de temperaturas T .
Em [17] temos um estudo completo sobre a existéncia, a unicidade e a

regularidade da solucdo da equacéo acima.



3 MODELAGEM DA FONTE EXTERNA DE RADIACAO E DO SEU E FEITO
SOBRE A PLACA

A fonte externa de radiacéo (por exemplo uma chama) sera tratada como uma

pequena esfera negra de raio a , com temperatura uniforme Ty, dissipando calor
numa taxa constante Q (dada), que nao é afetada pela presenca da placa. A fonte é
localizada numa altura H acima da superficie superior da placa (denotada por 99, ).

Desta forma, a fonte serd um emissor de energia radiante térmica difusa e a taxa de
energia radiante térmica por unidade de area (por exemplo em W/m2) que, partindo
da fonte externa, incide sobre o ponto x sobre a fronteira da placa é dada por [20]

s=§(x) = [ oT,K(x,§) dA, paratodo x0oQ 1)

&oar

onde a esfera de ra@eé representada pelo conjurito, com fronteiradl” , dados por

F={x=(xy,2) taisquek %, J +¢ ¥, )+ ¢ z, j<a*’
or ={x=(x Y, z) tais que K X, j+y Yo J+ ¢ Z, j=a®

e a placa é representada pelo conjunto Q com fronteira 0Q , dados por

Q={x=(xVy, 2 taisqueky JID e-90<z<0 }
0Q =0Q, J0Q, 0aQ,

0Q, ={x=(x y,2)taisque ky YD &=9J }

0Q ={x=(x y,z)taisque ky YD e=-0 }
0Q,={x=(x y,z)taisque k y JJOD e-0<z<9

onde D é um dominio aberto e convexo contido no [1 2.
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fonte esférica
- ®

VISTA LATERAL

Y

EEI

placa plana

VISTA SUPERIOR

®

placa plana

b

Figura 4 — Esquema ilustrativo da fonte de calor e da placa plana

Neste trabalho sera suposto que a fonte de radiacdo (esfera) esteja contida
no cilindro gerado pela placa plana (que caracteriza a sec¢éo reta do cilindro), de
forma que ndo haja incidéncia direta da radiacdo emitida pela fonte sobre a borda

lateral da placa (09, ).

O nucleo da integral acima (fator de forma) € dado por

[(x-&)m][(x-&)n]
al (x-&x- O]

K(X,¢) =—‘P(X,f){ } para xJ0Q e £O0ar (42)

onde m € o vetor normal unitario exterior definido no ponto £0dlr, n € o vetor

normal unitario exterior definido no ponto x19Q e a funcdo W(x,¢) é tal que
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(43)

0 seumreta ligando & contiver ponto§ de ol de
‘P(x,f)={ 0 P }

1 seumretaligando & néo contivenjos dd” ou d&

Sendo a fronteira 0Q a unido dos subconjuntos 0Q,, 0Q e 0Q,, podemos

concluir que W(x,£)=0 para todo xJ0Q, e para todo xJ0Q,. Assim, sobre estas

superficies,

s=8§(x) = j oT*K(x,§) dA=0, paratodo x0Q,00Q,

é0or (44)

Para determinar s sobre 9Q,, vamos considerar o seguinte esquema sugerido

na figura abaixo

o cone caracteriza a face visivel da fonte
para cada ponto sobre a superficie superior
da placa

PONTU GENERICOD
SOBRF 4 PLACA

Figura 5 — Esquema para calculode s

Um dado ponto x[0Q, recebe energia radiante térmica da parte da

superficie o' que o “enxerga” (vide o cone da figura). Assim, considerando um
sistema esférico de coordenadas centrado no centro da fonte e um sistema

cartesiano retangular [x',y',z] com o vetor unitario associado ao eixo z' na mesma
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direcdo e sentido do vetor x podemos representar um ponto genérico sobre or

como

f=acosfse +a seft sem+a cgs (45)

e um ponto genérico x[10Q,, como (baseado na definicdo do subconjunto 0Q,; )

x:(\/(x—x0)2+(y—y0)2+H2)k' (46)

Os vetores n e m serao dados por

m =cosfdsep + seft sem+ ' cgs

. . - 47
n =k (referente ao sistema cartesiano oad)i (47)

O subconjunto or  Odr formado pelos pontos £OAr, para 0s quais

K(x,¢&)néo é nulo, é caracterizado por

a2
Os¢<arccoi/H2+(x—xo)2+(y—y0)2 (48)
Se levarmos em conta que
(x-&m = (=%, +(y=y) +H? |k lcosg sei + seh sei+" o =
=(\/(x-><o)2+(y—yo)2+H2)c08¢
(x-&Yn = (=% +(y=yo)" +H? )k Tk = -H 49)

(X-¢)Ax-¢) =
:(acosﬁselzp)2+(a seft sar)2+(\/ x€x ¥ yey, *yH?*-a qz))sz

teremos, para os pontos onde K(x,&)nao € nulo, a seguinte expressao
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K(x,$)=

H (J(x—xo)2+(y—yo)2+H2)cosw (50)

n[(acosﬁsewp)2+(a sefl 5@)2+(\/ x€% °Y yEy, ’yH?*-a cqa)sz}

ou ainda,

K(x,$)=

H(\/(X-Xo)2+(y—yo)2+H2)COS¢) (51)

2
2

7 (x=%)" +(y=yo)* +H ~2acosp &-x, Y+ /-y, F+H *+a’|

A fonte s é entdo representada por

s= j oT.*K(x,&) dA= j oT,’K(x,&) dA=

foor foor”
(52)
ﬁf (O'TS4)H (\/(x—xo)2+(y—yo)2+H 2)azcoswselzpdﬁd(p
= 2
00 7] (x=%)" +(y = ¥o)* + H?~2acosp/ &= JF+ =y, F+H *+a’|
onde o angulo A é dado por
a.2
A =arcco (53)
i/(x—xo)2 +(y-Yo)*+H?

Vamos levar em conta agora a hipotese de que a fonte seja representada por
uma esfera muito pequena (fonte pontual). Esta hipotese equivale a considerar o

limite quando o raio da esfera (denotado por a ) tende para zero. Nestes casos

teremos que
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lim K(x, &) =

, H(\/(X-Xo)2+(y-yo)2+H2)cosco
=lim -

”[(X—><o)2+(y-yo)2+H 2_2acosp k—%, ¥+ /-y, ¥+H 2+aﬂ2 (54)
H cosgp
ﬂ((x_xo)2+(y_y0)2+H 2)3/2

e, conseqlentemente, (note que agora A =77/ 2)

s= j oT.*K(x,&) dA= j oT.’K(x,&) dA=

éoor &oor”

(55)
2 2 ( )H a’cospsepdddy

] I in((x X)) +(y=yp) 2+ H2)

Integrando vem que

S:’TJ’.”JF ( )H a’cospsepdady _
0 o ((x=%)? +(y=yp)? +H?)
(oT)H &
déad
(O'TS4)H a’

((x=%)% +(y-yp)? +H?)""

A fonte é negra e dissipa calor numa taxa Q. Desta forma, podemos concluir

que
Q=(oT,*)4ma’ (57)

ou seja,
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H
s= Q 57 paratodo (x,y)OD (58)

Ant((x=%, + (y=y,)* +H?)




4 DESCRICAO DO FENOMENO NUMA PLACA PLANA DELGADA

Vamos considerar agora que o0 corpo em questdo seja caracterizado pela

configuracdo Q abaixo (placa plana de espessura 29)
Q={(x,y,z) taisquexy ID e-J<z<d}

onde D representa um dominio (plano) aberto contido no plano x-vy.

Para efeito de simulacdo é interessante supor que o corpo que esta sendo
aquecido pela fonte puntual de radiacdo térmica seja tratado como bidimensional.
Para isso, vamos considerar que a espessura da placa seja suficientemente
pequena de modo a assegurar que a diferenca entre as temperaturas nas duas
faces possa ser desprezada.

Especificamente, sob o ponto de vista matematico, nossa hipétese pode ser

escrita por
1 o
_é_J’ Tdz, |9 T|<A paratodo x e y dados (59)
-0

onde A é um nuamero positivo suficientemente pequeno, significando que a diferenca
entre o valor médio (na espessura) e o valor local sdo muito préximos.

No sistema cartesiano retangular (levando em conta que a condutividade
térmica é constante) a equacéao diferencial parcial que governa a conducao de calor

€ a seguinte

0°T 0°T 07T ¢
+ + +—=0 emQ 60
ox*  ay* o0z® k (60)

Integrando toda a equacéo sobre z , de -J até +0, ficamos com

a_T

J(GZT a}rj T
dz+
az z=-0

J .
q
+||—0dz=0 emD
x> oy’ az J-(kj (61)

-0

0
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Levando em conta a condigéo de contorno original (lembrando que a fronteira

do corpo foi representada pela unido de trés subconjuntos), teremos que

n =k sobredQ, 62
n=-k sobredQ, (62)
Assim,
oT 3
—k grad T(h = —ka— =h(T -T,)+&o[T| T -s=F, sobredQ,
(ondez=+9)
—k grad Th = —k%—T =h(T-T,)+ £0|T|3T =F,_ sobredQ, 63)
(ondez=-9)
Logo,
o 2
J’( T O}FJ it L+J'( jdz 0 emD (64)
o

Definindo a fungdo & como na primeira equacao deste capitulo, teremos que

2 2 )
00,90 R *F 4 g omp (65)
ox® oy 2ko k

Em funcéo da hipdtese inicial, a relacéo funcionalentre e F, e F, e T é a

mesma que entreF, e F e &
Em funcdo da pequena espessura da placa, a perda de calor pela fronteira de
D serd pequena. Assim, suporemos, na fronteira de D, fluxo normal de calor nulo

(fronteira isolada). Nosso modelo se reduz entéo a
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div(grad 6) —FUTJ’Jng =0 emD )

com @rad @)nh= 0 sobréD

Na equacao acima, os operadores divergente e gradiente s&o considerados
no plano x-vy.

Levando em consideragéo as definicbes de F, e F,_ ficamos com

3 .
h(6-T,)+€0]6| 6, s +920 emD
ko 2kd  k (67)

com @rad @)nh= 0 sobréD

div(grad 6) -

O campo s foi determinado no capitulo anterior, sendo dado por

H
s= Q 57 paratodo (x,y)OD (68)

Ant((x=%, + (y=y,)* +H?)

Assim, no sistema cartesiano retangular, a descricdo matematica do problema

fica
0°6 0°6 h ET | 3 QH 2 2 12\ 32
St =00 O+ ——=((X=%) +(y—-Y,) +H +
hT, . q
+ —2>+—1=0 emD
(kd kj (69)

com (@rad 8)n= 0 sobréD
0 que, para uma placa definida por
D={(x,y) tais que & x<L, e 8y<L,}

€ escrito como
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0’6 9’0 h ET | 3 QH 2 ) 2\-3/2
—t———0-——|0 0+ ——(X—%) +(y- +H +
o oy kel 1l B () F (V=¥ + H)

hT, ¢
+| —=+—|=0 para &Xx<L e gy<
(M kj p X y<L,

00
— =0 parax= 0
ox - parax (70)

06
— =0 parax=L
X p X

com
%=O para y= 0
oy

00
— =0 para
dy p ¥ L,




5 CONSTRUCAO DA SOLUCAO EXATA

Neste capitulo é construido, em dimensao infinita, a solucdo do problema

0’6 9’0 h ET | 3 QH 2 ) 2\-3/2
—t———0-——|0 0+ ——(X—x%) +(y- +H +
o oy kel 1l B 00" H (Y= yo)  HY)

hT, ¢
+| —=+—|=0 para &Xx<L e gy<
(M kj p X y<L,

00
— =0 parax= 0
ox - parax (70)

06
— =0 parax=L
X p X

com
%=O para y= 0
oy

0o
— =0 para
dy p ¥ L,

a qual seréa representada pelo limite de uma sequéncia de func¢des cujos elementos
sao solucdes de problemas lineares.

O problema (70) pode ser representado numa forma mais compacta como

div(grad 8)-g(@) + f(x,y) =0 emD

(grad &) =0 sobredD (71)

onde
D={(x,y) tais que & x<L, e 8y<L,}

e f(x,y) € uma funcdo conhecida da posicdo dada por (note que é infinitamente

diferenciavel em D)

00 = g (0 =y 1) o e

87kd Kd K (72)

e g(€)é uma funcao estritamente crescente de € (e que s6 depende de &) dada por
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h o
9(6) =k_59+6|6|36= ad+bl6]’@ (73)

onde a e b s&o constantes positivas conhecidas (definidas a partir da equacao acima

(73)). Alem de ser estritamente crescente, a funcdo ¢g(f) possui a seguinte

propriedade

@ - +oo

lim g(6) =+ e lim g(6) =~ (74)

A estrutura de g(f) assegura a existéncia e a unicidade de solugéo do

problema aqui em estudo [5].

A solucéo (a funcdo &) do problema em estudo pode ser representada por

f=limg¢ em DOAD (75)

| - 00

onde os campos ¢, sao obtidos a partir da solugcéo do problema linear abaixo

div(grad ¢,)-a¢, + 5 =0 emD
com (@rad ¢ )h= 0 sobréD (76)
onde =a¢ -9 @, fHfky,

sendo ¢, =0em D O problema (76), ja que € definido no plano x-y , também pode

ser escrito como
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o’¢, , 9°¢,
-+———a¢ + 3 =0 paraKx<L, e 8y<
x> ay? #rA=0p " ok
%:O parax= 0
0X
%:O parax =L,
ax (77)
com ¢
—=0 para ¥ O
oy
09,
——=0 para
oy 0 Para vl

onde5=ag ,-gf Ffky)

A sequéncia [¢,, #,,¢,,...] € ndo decrescente e limitada superiormente. Além

disso, todos o0s seus elementos sdo infinitamente diferenciaveis da mesma forma

gue € o seu limite. A constante a acima deve ser escolhida de tal forma que
a>g'(¢) emD (78)

0 que, no caso de @ positivo (que € o caso, pois @ representa uma temperatura

absoluta), pode ser escrito como

a>k—hd_+4g—a|6| —a+4b|6?| para todoX y 0D (79)

Logo, denotando por §,,, 0 maior valor assumido por  em D, podemos

escolher qualquer constante ¢ tal que

h 450
az, ~+- = G|’ =+ 40| G| (80)

N&o é dificil estimar, a priori, um limite superior (um valor maximo) para 6.

Para isso, consideremos a funcéo w, solucéo do problema abaixo
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div(grad w) — g(w) +supl[f (x,y)]= 0 enD

com (@Qrad w)h =0 sobréD (81)
gue é dada por
W= g‘l(sup[f (x,y)]) = constante paraOx<L, e<@<L, ©2)
D
Combinando as equacdes envolvendo 8 e w, temos que
div(grad (w-0))-g(w) +9(8) - f(x,y) +sup[f x.,y)]=0 enD 83
comgrad Ww-8)h= 0 sobréD (83)
0 que nos permite escrever a seguinte inequacgao
div(grad (w-6))—g(w)+g(8)<0 emD
(grad (w-8)) -g(w) +g(6) (84)

com grad (w—&)h= 0 sobr@D

Integrando a desigualdade acima sobre uma vizinhanca do ponto (X,Y.)

denotada por D_ [0 D 00D . Ficamos entdo com

[ div(orad (w-@))dS< [ (g(w) - g(6))dS (85)

0 que permite concluir que

ai grad (w-6)+ n)dl < Dj (g(w)-g(8))dS (86)

onde a curva fechada 0D_é a fronteira de D_.

Supondo agora que o minimo absoluto de (w-6) ocorra em D_. Neste caso

tem-se necessariamente o seguinte



45

0< [ (gw)-g(@))ds (87)

Como g € estritamente crescente e D_ € uma vizinhanga tdo pequena quanto

gqueiramos, pode-se concluir que (w—6) é positivo em (x_,y_). Logo,

mDin(W-49)2 O=w=6 emD (88)
Assim,
B = 9 sUPIF ()] (89)
Uma vez que
QH hT, q
sup[f (x,y)]< +—=+= 90
uplf &y)ls g shz Y ks Tk (%0)
pode-se escrever que
_ H hT, q
e <07 =204 °°+—j
wax = 0 (SHkJHZ K5 K ®D
ou ainda,
/4
QH  hT, qjkd :
6 < + += |— 92
MAX {(8ﬂk5H2 kd k)eo (92)

que é uma estimativa facil de ser empregada.

Desta forma é possivel sempre usar
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1/4 . \3/4

a:L+4(€—Uj ( QH > +hT°° +ﬂj (93)
ko 81kdoH ko k

Um exemplo ilustrativo simples surge quando supomos que (em algum

sistema de unidades) Q =0, L=1, g:1, E+g:2.
Lk Lk Lk k

2 2
ﬁ+ﬂ—9—|9|30+2:0 para & x<L, e @y<L,

x> oy?
90 =0 parax= 0
X
00 (94)
— =0 parax=L
com ox i '
90 =0 para y= 0
oy
o
— =0 para
oy para y=L,
sendo a solugéo exata dada por
f=1 paratodo & x<L, e 9dy<L, (95)

Neste caso teremos que os elementos da sequéncia [¢,, ¢, @.,,...] serao

obtidos a partir de



0°4,  0°f,

+—>-a¢ + =0para Kx<L, e Qy<
x> ay? #rA=0p " <k
%:O parax= 0
X
%:O parax =L,
X
com
%:0 para y= 0
oy
09,
——=0 para
oy para y=L,

onde ﬂ| = a¢i—1 - ¢i—l _|a¢i—1|3 a¢i—l+ 2
sendo a estimativa de a (segundo a equacéao (93)) dada por
a=1+4(2*) 07,72

Para obter ¢, temos que resolver o seguinte problema

62¢ 62¢ _
3¢ T o I AE0paratix<L, e @y<L,
%:O parax= 0
ox
09,
—1 =0 parax=L
com X p X
%:O para y= 0

¢,

— =0 para

dy p ¥ L
onde S, = 2

Desta forma, podemos concluir que
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(96)

(97)

(98)



48

¢, = %constante, paratodoOx<L, e<@<L, (99)

Para obter ¢,, o problema a ser resolvido é

0°p, 0°¢
ax22+ 6y22_a¢2+/82=0para0<)(<|‘x e 8y<L,
%:O parax= 0
ox
%:O parax =L,
X
com Y (109
—2=0 para y= O
oy
09,
—==0 para
dy p ¥ L

onde B, =a¢, - ¢,~|ap| ad,+ 2

0 que nos leva a seguinte conclusao

4
P, :E+¢1(1-Ej A constante, para todesX < L, @<L, (101)
a a) a

gue pode ser generalizada para qualquer termo, ou seja

4
@, = % +¢. (1-%) -%‘ = constante, para todosx < L, @<L, (102)

Vamos mostrar agora que a escolha de a influéncia na convergéncia.
Considere a Tabela 1 abaixo. E possivel observar que ndo ha convergéncia para
a =1,5 e que para a =3, a sequéncia nao é crescente.



Tabela 1 — Valores de ¢, obtidos para 5 valores diferentes de constantes o

@, = o =100 o =10 =25 =3 =13

1=1 0.02000000 | 0.20000000| 0.40000000| 0.66666670| 1.33333300
1=2 | 0.03980000| 0.37984000| 0.71488000| 1.04526700 |-0.32921840
1= 0.05940197 | 0.53977440| 091966890 | 0.96559830| 1.21576200
1=4 | 0.07880783| 0.67730810| 099266270 | 1.02062100| 0.28211080
1= 0.09801937 | 0.78853240| 099993570 | 0.98539020| 1.42314800
1= 0.11703820| 0.87101780| 1.00000000| 1.00931700 |-0.92697640
1= 0.13586600 | 0.92635770| 1.00000000| 0.99361400| 0.53209360
=10 | 0.19121470| 098929680 | 1.00000000| 1.00186300|-0.38758170
1=20 | 0.36354060| 099998930 1.00000000| 1.00003200| 1.30792200
1=30 | 0.51637130| 099999990 | 1.00000000| 1.00000100| 0.29120160
1=50 | 0.75363160| 099999990 | 1.00000000| 1.00000000|-0.17921170
1=100 | 0.97445850| 099999990 | 1.00000000| 1.00000000| 0.61725770

A condicdo estabelecida para a é suficiente, ndo necessaria. Por esta razao,
podemos observar convergéncia ou nao para valores menores do que o
estabelecido em (97). No entanto, temos assegurada a convergéncia para qualquer
valor maior que o estabelecido em (97).



6 SIMULACAO NUMERICA VIA DIFERENCAS FINITAS

A construcdo da solucdo exata (dimenséo infinita) apresentada no capitulo
anterior sera usada agora como base para a simulacdo numérica do problema
(dimensédo finita) via diferencas finitas. Especificamente, vamos buscar uma
aproximacéo para a solugcdo do problema (70) a partir de uma seqiéncia cujos
elementos sejam aproximagdes para o problema (77) - linear.

Utilizaremos um esquema baseado na figura abaixo

1.M+1 N+1,M+1
» *
i,j+1
|]T i+1,j|
1,2 g
I !
0 21 e

Figura 7— O esquema em diferencas finitas

onde temos (N +1)(M +1) nds uniformemente distribuidos.
A aproximacdo para a fungdo ¢, no no (i, j) sera representada por ¢,', a

posicdo do noé (i, j) sera dada por
(YD) =(-DAx,(j-1dy) KisN+LlkjsM+ (103)

onde
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(104)

]
2|

Na forma discretizada, o problema (77) fica representado pelo sistema

algébrico linear de equacdes abaixo

I+1] 2¢|1+¢| 1] Ij+1 li(,j_l_ |i<J_1

(ax)° (ay)°

~agil+ B -

para2<N e&2<M
N =N para X j<M
gl =@ para XjsM (105)
M=gM  para Zi<N

=g para Xi<N

com

onde ,8||<J :a¢|i<’—jl_g ¢|I<—J1 > f ((i yj )

Deve ser notado que os vértices da placa ndo aparecem nas equacodes
acima...

Rearranjando o sistema (105) temos

’ (JAj(?k_ ! ¢kl(Ay)2IJ —ag,) +agl - 9(@l)+ f(X,y')

: 1,1
(3" (ay)’

+a

ara<2<N €2<M

P : (106)
N =gl para X j<M
¢ =9 para ZXj<M
MT=gM  para Zi<N

=¢° para ZXis<N

gque € uma forma ja adequada para a implementacdo computacional de um esquema
iterativo de Gauss-Seidel.
Para facilitar a implementacdo computacional, vamos representar a funcao

f (x,y) da seguinte maneira
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f(x,y):cl((x'Hxﬂj +(y;|y°j +1] +C, (107)

Alguns resultados numéricos sao apresentados nas figuras a seguir.

As figuras 7-13 ilustram o processo de convergéncia a partir de 12 elementos
selecionados da sequéncia.

As figuras 7 e 8 apresentam uma comparacao entre dois valores diferentes da
constante a, para ilustrar a velocidade de convergéncia e a independéncia do limite.
Em ambos os casos empregou-se 441 nos.

A figura 9 apresenta a mesma simulacdo da figura 7 (com o mesmo a) so
que com 2601 ndés. Nota-se que o valor maximo € ligeiramente maior.

As figuras 10 e 11 consideram uma fonte centralizada com grande
concentragdo (a fonte estd proxima a placa) e uma comparagdo entre resultados
obtidos com 441 nés e com 2601 nos.

As figuras 12 e 13 apresentam a mesma comparacao das figuras 10 e 11, s6
gue com a fonte posicionada na borda da placa.

Foram empregados 2501 elementos da sequéncia a titulo de ilustracéo.

Normalmente, com uma boa escolha para a, bastam 10 elementos...

A figura 7 ilustra a Condigdo A, com a fungdo ¢, para 12 valores
selecionados de k obtidos com C =1250, C,=0,0, L, =L,=2,0, H=0,2,
N =20eM = 2( para uma fonte localizada acima do ponto (0,0), empregando

a =20,0.



max= 1.1966 max= 2.1641 max= 2.2145
min= .0037 i

max= 2.2326
min= .2424

max= 2.2398
min= .37897

___________ e T e
k=0020
max= 2.2398 max= 2.2398 max= 2.2398
W min= .3797 min= ,3787

max= 2.2398

Figura 7 — A fungdo ¢, para 12 valores de k obtida na Condicédo A
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A figura 8 ilustra a Condi¢do B com a fungao ¢, para 12 valores selecionados

de k obtidos com C, =125,0, C,=0,0, L, =L,=2,0, H=0,2, N=20eM = 2( para

uma fonte localizada acima do ponto (0,0), empregando a =100,0.

max= .4315
min= .0006

max=
mir=

2.2387
DL

maXx=

max= 2.23258

1.8018
L0072

2.2398
e

Figura 8 — A fungédo ¢, para 12 valores de k obtida na Condicéo B
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A figura 9 ilustra a Condi¢éo C com a funcdo ¢, para 12 valores selecionados
de k obtidos com C, =125,0, C,=0,0, L, =L,=2,0, H=0,2, N=50 eM = 5( para

uma fonte localizada acima do ponto (0,0), empregando a = 20,0.

max= 1.6478 max= 2.5351

min= .0035 i\ min= .0282

max= 2.5667
min= .3725

max= 2.5667 ) max= 2.5667
min= .3725 i [

Figura 9 — A fungdo ¢, para 12 valores de k obtida na Condicédo C
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A figura 10 ilustra a Condicdo D com a fungdo ¢, para 12 valores
selecionados de k obtidos com C, =8000,C, C,=0,0, L,=L,=2,0, H=0,05,
N =20eM = 2( para uma fonte localizada acima do ponto (1,1), empregando

a =2000,C.

max= 3.4095 max= 8.6159 max= 8.8063
min= .0002 3 min= .0026

k=0010

max= 8.9647
min= .0435

max= 8.9152
min= .0056

max= 8.9679

max= 8.9687
min= .7852

max= 8.9674
min= .1644 L2623

k=0200 k=0250 k=0500

max= 8.9689
1172

k=1600 k=15060

Figura 10 — A fungdo @, para 12 valores de k obtida na Condigdo D
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A figura 11 ilustra a Condicdo E com a funcdo ¢, para 12 valores

selecionados de k obtidos com C, =8000,C, C,=0,0, L,=L,=2,0, H=0,05

N =50 eM = 5C para uma fonte localizada acima do ponto (1,1), empregando

a =2000,C.

max= 7.49898
min= .0011

max= 2.6790
min= .0002

max= 8.4124
min= .0371

max= 8.4038
min= .0145

k=0100

max= 8.4163
min= .7090

max= 8.4165
min= 1.0820

Figura 11 — A fungdo @, para 12 valores de k obtida na Condigdo E



A figura 12 ilustra a Condigdo F com a funcdo ¢,
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para 12 valores

selecionados de k obtidos com C, =8000,C, C,=0,0, L,=L,=2,0, H=0,05

N =20 eM = 2( para uma fonte localizada acima do ponto (0.5,2), empregando

a =2000,C.

L3267
. 0000

max=
mir=

3.4654
.0008

max=
mirn=

max= 4.53189
min= .01l

max=

4.5524
min= i

k=1000

1.3947
L0002

AEA0
o

303
. 0004

max= 2.
min=

max=
min=

k=0010

max= 4,2854
min= .0022

max= 4.4748
min=

. 0048

\
;ﬂ)\
i

k=0500

max= 4.5535
min= .47174

k=1500

Figura 12 — A fungéo @,

para 12 valores de k obtida na Condicéo F
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A figura 13 ilustra a Condicdo G com a fungdo ¢, para 12 valores
selecionados de k obtidos com C, =8000,C, C,=0,0, L,=L,=2,0, H=0,05,
N =50 eM = 5C para uma fonte localizada acima do ponto (0.5,2), empregando

a =2000,C.

max= 1.2699 max= 4.3802 max= 5.8747
min= .0000 min= .0002 min= .0004

k=0001 k=0005 k=0010

max= 6.6553

max= 6.6686

k=0200

max= 6.6690

Figura 13 — A fungdo @, para 12 valores de k obtida na Condicdo G
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho apresentou um resultado original (inédito) que permitiu a
construcédo da solucdo exata de uma equacéao diferencial parcial ndo linear a partir
de uma sequéncia de problemas lineares (equacdes diferenciais parciais lineares)
além de uma modelagem matematica para o processo de aquecimento de um corpo
exposto a uma fonte puntual de radiacéo térmica difusa.

O esquema empregado para a construcdo da solugéo exata foi empregado
com sucesso, em dimenséo finita, para a simulagdo numérica em diferencas finitas
do problema original.

Diversos trabalhos surgem como continuacdo natural deste. No entanto,
nenhum é tdo iminente quanto o que considera a existéncia de N fontes puntuais.
Dentre as continuagdes previstas, temos as formulacdes variacionais e as situagoes

envolvendo descri¢cfes tridimensionais.
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