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RESUMO

CORREA, Eduardo Dias. Estimativas a priori para problemas nao lineares de
conducéo de calor, com o0 uso da transformada de Kirchhoff. 2014. 74f. Tese
(Doutorado em Engenharia Mecanica) — Faculdade de Engenharia,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2014.

Este trabalho apresenta uma estimativa a priori para o limite superior da
distribuicdo de temperatura considerando um problema em regime permanente
em um corpo com uma condutividade térmica dependente da temperatura. A
discusséao é realizada supondo que as condi¢des de contorno sao lineares (lei
de Newton do resfriamento) e que a condutividade térmica é constante por
partes (quando considerada como uma fungdo da temperatura). Estas
estimativas consistem em uma ferramenta poderosa que pode prescindir da
necessidade de uma simulacdo numérica cara de um problema de
transferéncia de calor ndo linear, sempre que for suficiente conhecer o valor
mais alto de temperatura. Nestes casos, a metodologia proposta neste trabalho
€ mais eficaz do que as aproximacdes usuais que assumem tanto a
condutividade térmica quanto as fontes de calor como constantes.

Palavras-chave: Conducdo de calor néo-linear; Condutividade térmica
dependente da temperatura; Estimativa para o limite superior.



ABSTRACT

CORREA, EDUARDO DIAS. A priori estimates for nonlinear problems of heat
conduction with the use of Kirchhoff transform. 2014. 74f. Tese (Doutorado em
Engenharia Mecanica) — Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do
Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2014.

This article presents an a priori upper bound estimate for the steady-state
temperature distribution in a body with a temperature-dependent thermal
conductivity. The discussion is carried out assuming linear boundary conditions
(Newton law of cooling) and a piecewise constant thermal conductivity (when
regarded as a function of the temperature). These estimates consist of a
powerful tool that may circumvent an expensive numerical simulation of a
nonlinear heat transfer problem, whenever it suffices to know the highest
temperature value. In these cases the methodology proposed in this work is
more effective than the usual approximations that assume thermal
conductivities and heat sources as constants.

Keywords: Nonlinear heat conduction; Temperature-dependent thermal

conductivity; Upper bound estimate.
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1 Motivacéo e Apresentacdo do Trabalho

Problemas de transferéncia de calor por conducéogeéalmente simuladas
supondo que a condutividade térmica seja indepémdea temperatura. Essa
aproximacdo permite uma grande simplificacdo daulsigio dos problemas
considerados. No entanto, a condutividade térmm@enidente da temperatura esta
presente em muitos problemas com grande relevantiangenharia. Alguns exemplos
de grande relevancia podem ser citados, nos qs&és dependéncia ndo pode ser
desprezada. Considerando-se nanotubos de carbamthe(idos por sua alta
condutividade térmica), a condutividade térmicaethelente da temperatura das cordas
cristalinas de nanotubos de carbono de parede esngecresce suavemente com a
diminuicdo da temperatura, exibindo uma tempesatdependéncia linear da
temperatura abaixo de 30 K (Hone et al. , 1999m&s& Srivastava (2001) analisaram
a condutividade térmica dependente da temperauradotubos de carbono de parede
simples, observando um pico no comportamento ddutimidade térmica como uma
funcdo de temperatura, antes de cair para tempasatmais elevadas, usando
simulacdes de dinamica molecular com o potencideror de ligacdo de Tersoff-
Brenner. Zain-ul-Abdein et al. (2012) estudaram ocamdeitividade térmica em um
compoésito preenchido por particulas, verificandsua dependéncia em relacdo ao
tamanho das particulas, o que, por sua vez, deglenenperatura .

Kim (2001) propdés um meétodo direto para estimaroadatividade térmica
dependente da temperatura, utilizando a transfandadKirchhoff, que transforma a
equacao de conducéo de calor ndo linear em reginmeapente, sem fonte de calor na
equacao de Laplace. A condutividade térmica, espreemo uma combinacao linear

de funcdes conhecidas com coeficientes descontsge@dideterminada a partir do fluxo
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de calor aplicado e as temperaturas (medidas) inoted. Okoya & Ajadi (1999)
estudaram a estabilidade térmica considerando dutiwidade térmica como funcdes
exponenciais e de leis de poténgmwer-law de temperatura, a fim de definir as
condicbes para a explosdo, ou seja, como a explésatetada por condi¢cdes de
contorno e como O parametro critico é afetado pwma weterminada constante.
Moitsheki et al. (2010) apresentam solucdes exddasm problema de aletas ndo-linear
quando tanto a condutividade térmica quanto o cieefie de transferéncia de calor sdo
funcdes de leis de poténcig@ofver-law da temperatura, empregando técnicas de
simetria classicas de Lie.

A condutividade térmica dependente da temperateserdpenha um papel
importante em materiais como silicio poroso, egdewnte em relacdo as suas
aplicacdes na opticoeletronica. Geseley et al. {L98rificaram que a condutibilidade
térmica aumenta com o aumento da temperatura. Quaterial importante que
apresenta aplicacdes interesse de em opticoelstaieletronicos € o 6xido de zinco.
A condutividade térmica maxima de Oxido de zincticpstalino ocorre a cerca de 60
K e os seus valores sdo quase uma ordem de gramagwa do que a condutividade
térmica média do ZnO (Alvarez-Quintana et al., 2010

No entanto, mesmo tendo em conta a dependéncianditividade térmica da
temperatura, € possivel estimar a priori um limstgperior para o campo de
temperaturas, sem a necessidade de realizar unudagéa completa do processo de
transferéncia de calor por conducdo. Algumas vezesmulacdo de um problema de
transferéncia de calor ndo linear complexo € radéizapenas para verificar se a
temperatura maxima se mantem inferior a um dador.v&m tais casos, a simulacdo
torna-se desnecessaria se uma estimativa do Isojperior para a solucdo estiver

disponivel. Em particular, a condutividade térnpoae ser aproximada por uma fungéo
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constante por partes da temperatura como se S&guk: = constante pard, < T ou
k = k, = constante pard, = T, ondeT, € uma constante, a estimativa do limite superior

torna-se particularmente facil de ser obtida. Hsptese representa uma primeira
aproximacédo para problemas com a condutividadeidéradepende da temperatura. A

segunda hipo6tese a ser considerada para a conldaléviérmica serd uma dependéncia
linear da temperaturd = (1+ 8T) k;, sendok, >0 e 3 constantes.

O principal objetivo deste trabalho é fornecerneativas a priori do limite
superior para a distribuicdo de temperaturas eposdiomogéneos com condutividade
térmica dependente da temperatura representadtumpgies constantes por partes, e
fungBes onde a condutividade térmica apresentadependéncia linear da temperatura,
submetidos a uma condi¢ao de contorno linear deedfriamento de Newton).

Estas estimativas a priori podem ser Uteis, pomek® quando o objetivo
principal é o de assegurar que uma temperaturaifmaadmissivel) nunca sera
atingida. E importante notar que os limites supesopara problemas sujeitos a
condi¢cbes de contorno néo lineares (transferéreieatbr conducao / radiacéo) para a
condutividade térmica constante ja foram propost®aldanha da Gama, 1997;
Saldanha da Gama, 2000).

No capitulo 2 é apresentado o modelo mecanico atragdo nesta tese.
Inicialmente sdo apresentados os balangcos de neasseergia e a segunda lei da
termodindmica, em seguida, a hipotese constitultliizada — a lei de Fourier, e,
finalmente os problemas que ser&o considerados.

No capitulo 3 € discutida a transformada de Kiré¢htiondamental para atingir

as estimativas a priori para o limite superior @aridbuicdo de temperaturas, para os

dois casos d& = k(T) considerados.
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No capitulo 4 sdo fornecidas estimativas a priarilichite superior para a
distribuicdo de temperaturas em corpos homogénens condutividade térmica
dependente da temperatura representadas tantorpdies constantes por partes.

O capitulo 5 descreve o procedimento numérico geemipe simular a
transferéncia de energia por conveccao forcadaepangtria descrita no capitulo 4,
além de apresentar alguns resultados numéricoesepativos que ilustram a
metodologia anteriormente descrita.

Finalmente, no sexto e Ultimo capitulo, sdo aptes@s as principais

conclusdes obtidas.
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2 Modelo Mecéanico

Neste trabalho serad considerado o ponto de vistssicb da Mecanica do
Continuo (Gurtin, 1981) que descreve adequadaneem@mportamento de materiais
localmente monofasicos, tais como ac¢o, agua, gasdmrracha. O modelo mecéanico
emprega as equacdes de balanco, combinadas askipdtenstitutivas, a fim de
representar um problema de conducdo de calor emcammo solido em regime

permanente com uma condutividade térmica dependarteEmperatura.
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2.1 Equacdes de Balanco

Nos principios de conservagdo postulados, cors®ruma partey” de um
meio continuo ocupando toda uma regifb fixa do espaco Euclidean& , na
configuracdo atual com volunmég limitada por uma superficiéQ de are@. Todas as
equacdes sao postuladas no instante ari&ddos os campos considerados sao fungoes

da posicaax e do tempad.

2.1.1 Balan¢o de Massa

Definindo p como a densidade d¥, a massa de um corpgd , ocupando a

regiao Q num dado instante pode ser escrita como
M = j o dVv (2.1)
Q
A conservacdo de massa postula que a massa deaponécpreservada, ou seja,

at (2.2)
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Aplicando o Teorema do Transporte de Reynolds t631gt1999) e denotando
por n a normal exterior a superficie, a conservacéao aleseeé expressa como (Gurtin,

1981)

0
EJ.’O dv+[ pvn dA=0 (2.3)
Q 0Q

ondeV representa a velocidade do meio continuo.

A forma local da conservacdo de massa € obtidaaaglo-se o Teorema da

Divergéncia a (2.3),

f(%f* pEII]/j dv =0 (2.9

Q

usando o fato deQ representar uma regido espacial fixa e supondotegrando

continuo na regiad , obtem-se, finalmente, a forma local

Z—fmmn/:o (2.5)

Esta equacao reproduz a conservacado de massanpanaia continuo.
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2.1.2 Principio de Conservacao de Energia

Para postular o balango de energia, denota-se& @oenergia interna especifica,
por r a geracao (externa) de calor por unidade de neapsad o vetor fluxo de calor
(por unidade de tempo e de area) de tal forma dluxo de calor conduzido através da
superficiedQ seja dado pogq .

O balanco de energia — correspondendo a Primeirdad_&ermodinamica pode

Ser expresso como

{£+ vI]/} dV+J.,0{£+ ;vﬂ/}vl__m dA=

il
= (2.6)
+[pr+(pb m/dV+j[tw qm] dA

Q

onde ]/2(v H/) representa a energia cinética por unidade de mastamo pb [V

representa a poténcia das forcas externas de gupanidade de volume &LV
representa a poténcia das forcas de contato pdadmide area. Neste ponto vale a pena

comentar que o Teorema de Cauchy afirma que o ¥eQ&@o € linear na normal

exteriorn, t(x,t;n) =o(x,t) n, ondes representa tensor tenséo de Cauchy.

Mais especificamente, a forma das forcas de conpmde ser avaliada
empregando-se uma analogia conmipotese de Cauchym dos mais importantes

axiomas da Mecéanica do Continuo (Gurtin, 1981).c8gawsupbs a existéncia de uma
densidade de forca de superfitiet(n;x,t), definida para cada vetor unitario normal

exterior n e cada(x,t) na trajetoria do movimento, dotado da seguint@nedade:
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considerando uma superficie orientéslade um corpo com normal unitaria exterior
em x, o vetort =t(n;x,t) — denominado vetor tensdo — representa a forcarpoade
de area exercida no interior do corpo, atravésupeerficie S por seu exterior. A
resultante da forca e de momento da distribuicAwederes tensédo é equivalente a
resultante das forcas materiais exercidas peloéatkrior deS no seu lado interior —
representando a forca de contato total exercidacarpo num dado instante. Supde-se,
ainda, que a distribuicdodepende apenas da posicdo e da orientacdo do &bedeen
superficie.

Aplicando um procedimento analogo ao usado nagdeddo balanco de massa,

obtém-se a forma local da conservacao de energaiaupameio continuo

pa:pr—DmﬁcﬂD (2.7)

onde 0 tensorD:1/2[(Dv)+(Dv)T} representa a parte simétrica do gradiente de

velocidade da-ésimo constituinte. Além disse, denota a energia interna especifica,

a geracao (externa) de calor por unidade de mapsa,vetor fluxo de calor (por

unidade de tempo e de areap D a dissipagao viscosa.
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2.1.3 Segunda Lei da Termodinamica

A expressao da Segunda Lei da Termodinamica, d&miguns temas como a
nocdo basica de entropia, sua definicAo como grangemitiva ou derivada e o
significado da temperatura ainda sdo objeto de tdebatre diversos autores. No
presente trabalho supde-se a Segunda Lei da Teréwitia dada pela desigualdade de

Clausius-Duhen.

Ao meio continuo associa-se uma temperatura absdlut (por hipotese
positiva) e uma entropia especifisade forma a ter-se a entropia tot8l, ocupando a

regiao Q, = Q num dado instantedada por
S= j,o s dv (2.8)
Q

A desigualdade de producdo de entropia é postutagmndo que o fluxo de

entropia devido ao fluxo de calay, seja dado pog/T e que a geracao de entropia

devido a presenca do termo de geracéo externaedgi&n , sejar /T , como
2jpsdv+j,osvm] dre [92 ga [2 g (2.9)
at Q oQ oQ T Q T

Sua forma local é dada por
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{pj—f+ﬂ[€%)—%}20 (2.10)

2.1.4 Lei de Fourier

Neste trabalho, o vetor fluxo de calor sera comadie para um meio continuo
isotropico a uma temperatuffa, com condutividade térmida= k (T), sendo verificada

a hipétese classica de Fourier, ou seja, o fluxcetta, q, € tal que
q=-k(T)OT (2.11)

Uma observacéo relevante, que motivou a apresentda segunda lei da
termodinamica no item anterior, € sua importaneia arantir equacdes constitutivas
termodinamicamente consistentes. O sinal negatiMmosgirge no segundo membro da
lei de Fourier garante que o fluxo de calor sempcerra do meio com maior
temperatura para 0 meio com menor temperatura, ecbado a segunda lei da
termodinamica.

Neste trabalho serdo supostas diferentes fung@@@sgpcondutividade térmica.
Inicialmente, serd suposta uma funcdo constant@ges e, em seguida uma fungéo
nao linear da temperatura. Nestes dois problentas spresentadas estimativas a priori

para o limite superior da distribuicdo de tempeesiu
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2.1.5 Modelo Matematico

O processo classico de transferéncia de calor podugdo em regime
permanente em um corpo rigido e opaco em repoegesentado pelo conjunto aberto
limitado Q com fronteiraoQ , sujeito a uma condicdocdatorno linear é descrito

matematicamente por (Slattery, 1999; Incropera &iRe1996)

div[k gradT|+ g=0 em Q

(2.12)
-k grad TOh= h(T- T) sobre 0Q

onde n representa a normal exterior unitarig, € a geracao interna de calor (por
unidade de tempo e de volumk)é a condutividade térmicd,, € a temperatura do
ambiente — suposta constante¢ o coeficiente de transferéncia de calor por eogéo

— suposto constante e sempre positivio é a temperatura (desconhecida). E importante
observar que no problema definido pela equacd@)2&lgeracédo de calay € uma
funcdo dada. E a condutividale2 uma funcéo escalar de valor sempre positivo, da
temperatura. Em outras palavr&ss IQ(T). Ao longo deste trabalho serdo consideradas

duas hipoteses para a dependéncia da condutividad&a na temperatura: constante

por partes e uma funcgao linear da temperatura.
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3 A Transformada de Kirchhoff

A Transformada de Kirchhoff pode ser definida ermtes de uma variaveb —

uma funcgéo obtida a partir da transformada de Kioth- como (Arpaci, 1966)

~ T A~

w=f(T)= jTO k(&) d& (3.1)
Levando a

gradw=k grad T (3.2)

O emprego da transformada de Kirchhoff permite aitsdr com a seguinte

equacao diferencial parcial

div(grad ) +g=0 em Q (3.4)

A transformada de Kirchhoff tem como grande vantagesimplificacdo de problemas
nos quais a condutividade térmica é funcdo da teatyr@, no entanto requer

procedimentos mais cuidadosos para lidar com adigies de contorno.

3.1. Condutividade Térmica Constante Por Partes
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O primeiro caso a ser considerado na presente sigs@e a condutividade

térmica aproximada por uma fung¢édo constante peepda temperatura como se segue

= constante ard. <T
—{h pard, (3.5)

k, =constante pard, =T

ondeT, € uma constante, a estimativa do limite supéoiora-se particularmente facil

de ser obtida. A equacédo (3.5) representa uma pamperoximacao para problemas
com a condutividade térmica depende da temperatura.

Neste caso, a transformada de Kirchhoff pode seit@somo

wzﬂﬂzﬁﬁ@) =(T gﬂ )+h ﬂ( ) (3.6)

A inversa da transformada de Kirchhoff definideeq@acéo (3.4) pode ser

facilmente obtida como

= fHw)=T, +0{Z+_}+M{ kj (3.7)

Neste caso, a condicdo de contorno, imposta nacaéqu#2.12) como

-k grad Tth= h(T- T) sobre 9Q, torna-se
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—~(gradw) th = h('lf) -1 +w{i+i}+|&{—l——tj] sobre 9Q (3.8)

A positividade da condutividade térmica assegure qu é uma funcao

crescente da temperatufg enquantol’ € uma fungéo crescente de

3.2. Condutividade Térmica com Dependéncia LinearanTemperatura

Neste caso a condutividade térmica depende linedemda temperatura

obedecendo a seguinte equagéo
k=(1+BT)k, com k>C (3.9)

ondek, e £/ séo constantes.

A equacédo (3.9) representa uma primeira aproximaggia problemas com
dependéncia linear da condutividade térmica na e¢eatyre e s6 faz sentido se, e
somente sel+ BT >0 em todo o dominio (Incropera and Dewitt, 1996).

Por conveniéncia, a fim de lidar-se com uma de&orsem restricdes, a equacao
(3.9), que expressa a dependéncia linear da cemdhde térmica na temperatura, é

substituida pela seguinte equacéo

k=k+p|T-Te|, com k>0 e y>( (3.10)
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onde k é uma constante positivd,,.. uma temperatura de referéncig, € uma
constante positiva e| | denota o “valor absoluto de”. E facil notar ggeando a

condutividade térmick é dada pela equacéo (3.10) ela sera sempre posivno em
qualquer problema real de transferéncia de cailemperature é considerada numa dada
faixa, a equacéo (3.10) pode representar a equdc@pem qualquer situacdo real.

Como exemplos pode-se considerar as situacdes(@)definidas a seguir

(A) k=(1+pT)k, com B<0 e k>0, para T<T<T

(3.11)
(B) k=(1+pT)k, com >0 e k>0, paraf<T<T

Nestas situacdes particulares a equacao (3.9)repréasentada pela equacéo
(3.10), levando em conta quek tem que ser positivo em todo o dominio, para

T,<T<T,, desde que

(A) k=k+y|T-T|, com y=-Bk e k=k®BT) para T< K ]

B _ (3.12)
(B) k=k+y[T-T, com y=Bk e k=k@®ABT) para I< & T

Finalmente, pode-se escrever a transformada dehdffr correspondente a

equacao (3.10), e, como ja foi mostrado, tambégquagio (3.9) como:

w=fM = [kKeple-Tel ] d=K(T- T +5( T )| F Tl 313)
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A inversa da transformada de Kirchhoff, definidaeguacéo (3.4), pode ser

facilmente obtida como

T=f%w)= \/(Ej NCAC —\/{Ej N +Toer (3.14)
y y

Neste caso, a condicdo de contorno, imposta nacaéqu#2.12) como

-k grad Tth= h(T- T) sobre 9Q, torna-se

o [ T v

Assim como no caso anterior, a positividade da stvidade térmica assegura

que w € uma funcédo crescente fle enquantdl € uma funcéo crescente de



26

4 Alguns Resultados e Discusstes

Neste capitulo serdo fornecidas estimativas aipdimrliimite superior para a
distribuicdo de temperaturas em corpos homogénens condutividade térmica
dependente da temperatura representadas tantargdres constantes por partes, como
por funcdes lineares, ambos submetidos a condigamuitorno linear dada pela lei do
resfriamento de Newton.

Estas estimativas a priori podem ser bastante paigue ndo requerem a
solucdo completa (analitica ou numeérica) do problela transferéncia de calor, que
pode ser bastante trabalhosa, todas as vezes iggefifiente garantir que uma dada
temperatura (maxima admissivel) nunca sera atingida

Assim como no capitulo anterior serdo consideradois problemas. No
primeiro a condutividade térmica pode ser aproxeanpdr uma funcdo constante por

partes da temperatura como se seguk:i=k =constante pard,<T ou
k = k, = constante pard, > T, onde T, € uma constante. No segundo problema a
condutividade térmica depende linearmente da teatyer segundo a funcéo:

k=(1+BT) k, sendok, >0 e 3 constantes.

4.1. Condutividade Térmica Constante Por Partes —dfimativa de Limite Superior

para a Temperatura
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Combinando as equacdes (3.4) e (3.8) — represintarrondicdo de contorno
transformada para o problema com condutividade i¢@rntonstante por partes,
mostrada na equacdao (3.5), o problema originatesemtado pela equacéao (2.12), pode

ser representado por

div(gradw)+ g=0 em Q

~(gradw) (h = h('l; -T +w{i +i}+|a{—l——lD sobre 9Q 1)

Neste ponto, define-se o camfdb de forma a ter-se

div(grad ) +sugd ] =0 (4.2)

isto €&,
div(grad¥)+sug =0 em Q”, comQOQ"” (4.3)
Q

no qualQ” é um conjunto convenientemente escolhido.

Portanto,

div] grad(w-¥)]20 em Q

-grad(w-W)h = h('l;—'l;+w{i+i}+|a{—l——lD+ gradV [ sobre 0Q

(4.4)
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Uma vez que

div] grad(w-W)]=0 em ' =C (4.5)

e empregando o teorema da divergéncia, para quakponjuntol 0 Q com

fronteiradl , tem-se

Lrgrad(w—LIJ) h dS=0 (4.6)

assegurando que o supremum(de-¥) em " coincide com o supremum dev— )

em dl . Além disso, pode-se concluir que

sup{w-W) = sufw-¥)= sufw-¥) 4.7)

onde o subconjunto ndo vazi®* [19Q ¢é definido a seguir

0Q" ={x00Q talque grad(w-W)m= § (4.8)

A condicdo de contorno origina a seguinte desigud
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hl T,-T, +w 1,1 +|o BRI | grad¥ [(h<0 sobre 0Q" (4.9)
2 2k

e, portanto,

h(T0 -1, +w{i +i} +|(4{2—|1<1—2—1D <sug (grad¥)m] sobre dQ" =

los

w{i+i} +|(4{_1——1} <T,-T, +—:]'{su;{( grad¥) m]} sobre 0Q*

(4.10)

Q"

A partir da desigualdade acima se pode escreveglqTd958) a desigualdade a seguir

w{_+_}+|a{2—kl—2—lkj <T, -T, +—rl]{s;gmq| grale||} sobre 0Q* (4.11)

Entdo, a partir da equagéao (3.7), que define arsavela transformada de

Kirchhoff, pode-se concluir que

T<T, +%[sud| gradLIJ||] sobre 0Q* (4.12)
aq"

gue representa um limite superior parasobre a superfici@Q". Portanto,



suf o] < J'T kdT
aQ+ TO
onde a temperaturf® é definida como

grad‘P||]

T =T, +1[sup|
hl a0

A desigualdade (4.14) pode ser reescrita como

+
Z

N
suf] <(T* -, ==+

Levando em conta as relagdes a seguir

sufw-W] = supw- W]
Q 0+

sgp[a)]s sﬂu;[)a)— W]+ iu[fw]S E;SL[IZU‘ W]+ QDS{"W]

sup w-W] < supa] - infW]< supw]- infw]
Q" Q" 0Q Q" Q

pode ser concluido que (Taylor, 1958)
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(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)
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sup[ o] < sg;[)a)]+ sjuﬁw] - Qijr{fLIJ] (4.19)

Combinando a desigualdade (4.19) acima com a équdc¢l5) obtém-se

T -IZ)‘(kl_ I<2) _,_Sujdq;] - iQr%f[LP] (4.20)

sgp[a)] < (T+ —TO) 22 +

ondeT" é definido na equacédo (4.14). Em outras palawas, vez que o campd é
escolhido, uma estimativa a priori para o limitpexior paraw fica determinada, uma
vez que o supremum de é maior ou igual av.

Além disso, a partir da equacgéao (3.7) tem-se

sgp[T] <

ot 5 { s 5 21

Entdo, levando em conta a equacgéao (4.20), podersduir que

sufT] = (T" -
(-l

%,
-y 8 el o) [ Lo L

2

)(k +k) +|T7 - g\(kl_ k) +suf¥] - ierf[qJ]Hi_i}+

(4.22)
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Como na regidd? a temperaturd € menor que (ou igual ao) seu supremo@na
desigualdade expressa pela equacdo (4.22) acintaseepa um limite superior
estimado a priori para a temperatdra

A desigualdade (4.22) pode ser representada defanma mais conveniente,

considerando 3 situacdes a sequir:

1) (T*—TO)(kzzkl)+T*—'I;‘(kl_sz)+sude]—iQr%f[qJ]ZO com T*=T,
2) (T*—TO)(kZ;kl)+T+—TO\(k1_2k2)+squ[qJ]—iQr;f[qJ]zo com T'<T,
3) (T*—TO)(kz;rkl)+T+—TO\(k1_2k2)+sujp[w]—iQr;f[uJ]so (onde T"<T,

(4.23)

Para a primeira situagao a desigualdade (4.22)deva

situacdol) = suﬁ]s%[ Sl{iHJ]—QDivhw]}Tw +% sfigrad|| (4.24)

Para a terceira situacéo a desigualdade (4.24dharig

situacéo 3) = suﬁ']si[ sye] - ilﬁﬂ-’]}+Tw+£ s{igrad¥| (4.25)
Q kz fou Q" h aq

Para a segunda situacdo, considerando a equa@®), (dbtém-se a seguinte

relacéo
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sgp[T] S%[ ilj.l[[)l-l-’]— gizg{w]}+(Tm +% aﬁgﬂ)gradw||j%+ 'g( 1%} (4.26)

Levando em conta que, para a segunda situacgao,

0<-2(T" =T,)k, < suf W] - inf ] (4.27)

entdo, a desigualdade (4.26) pode ser substit@ldarelacéo a seguir, na qugl ndo

aparece

. o 1 1 . 1
situacdo 2) = gu[ﬂ'] < (Z+£][ Qﬁliﬂ-’] - Qﬂuﬁﬂ’]} +T, e ag§+||gradw|| (4.28)

No casok = k, = k,, 0s resultados anteriores permitem concluir quegascoes

(32), (33) e (36) sao coincidentes. Neste casedtina seguinte estimativa pode ser

obtida

sup[T]Sl[su,@w]_ in{LIJ]}+Tm+iL supgrady]| (4.29)
Q K[ oo Q" h ao”

4.1.1. Estimativa de Limite Superior para a Tempertura — As escolhas de¥
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Como o campoW¥ pode ser qualquer solucdo da equacao (4.2), existénitas

possibilidades de escolha paf®. Por exemplo, as quatro escolhas a seguir

(representadas no sistema de coordenadas cartesiangular)

C(x cl ¥ 4
W:—%' QJ:—C_ZZ’ l.lJ:——( +y2) e Y=- ( i y2+ )(430)
2 2 4 6
onde
C =sup ¢] = constant (4.31)
Q

Cada uma destas escolhas origina uma estimatieaedi€ para o limite

superior, mesmo que seja suposta a mesma répiaSupondo queRseja o cilindro

circular definido a seguir

Q"={(x,y,2 talque X+ y< R and I< = } (4.32)

As quatro escolhas diferentes para o carpp descritas na equacéo (4.30),

originam os resultados apresentados a seguir nelarati.

Tabela 4.1 — Alguns resultados para um conjuntguaéro escolhas diferentes para a

funcdo W, com Q" dado pela equacéo (4.32).
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sup|grad ¥| = inf [W]= sup W] =
aQ"” Q o
w=_CX CR _CR 0
2 2
Y = —z CL —C_L2 0
2 2
C(x CR CR
We_ (¥ +¥) 3 - 0
4
W (x +6y2+ zz) C(R Lz)1/2 C(L2+R2) 0

4.1.2. Estimativa de Limite Superior para a Tempertura — Um exemplo —

Problema com simetria esférica

Nesta secdo um problema muito simples que apresemiasolucéo exata que
pode ser obtida de uma forma muito facil é conaidiera fim de embasar e ilustrar as
estimativas apresentadas anteriormente. O probé&emarocesso de transferéncia de
calor por condugdo unidimensional em regime tramsieno corpo esférico com

condutividade térmica dependente da temperatueapqde ser representado como

for T,<T
{ ¥ (2 dTﬂ+q=0 0<r<R, com k={k1 o o
r?dr

k, for T,=2T (4.33)

~k—=h(T-T,) at r=R
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onder = (x? + y? + z°)"2. Empregando a nova variavel definida pela equacéo (3.1), o

problema descrito pela equacao (4.33) torna-se

izi(rzd—“j +4=0 0<r<R
redr dr

(4.34)
_d_a):h |a1 i_i +w _1+_1 +T,-T, em r=R
dr 2k, 2k, 2k 2k,
Supondo que&j seja uma constante (positiva), tem-se
~.9 2
w=C+—(R-r 4.35
- (R-r) (4.35)
onde a constanté é dada por
E:(%’nm—gj(k“k?}i&u-g‘(—'ﬁ' J (4.36)
3h 2 3 2

Portanto, da distribuicdo de temperaturas é dadaspguinte equacao




37

E interessante observar que quankio=k,, a equagdo (4.37) reduz-se a

conhecida distribuicdo de temperaturas em umaaesten geracéo de calor uniforme,

dada pela equagéo a seguir

_|gR q L -
T_[EH;JF&(RZ_ rz)} onde k=k=k (4.38)

Como g é sempre positiva em qualquer ponto do espacauacéo (4.37)
permite concluir que o maximo para a temperaflir& alcancado enr =0. Neste

ponto 0 supremo e 0 maximo coincidem, sendo dadios p

E importante notar que a desigualdade (37) acwirecicle com a equacéo (30),

desde que a regidQ" seja dada por (esfera de rd®

QDE{(X, y,2) talque X+ y+ 7Z< ﬁ} (4.40)
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C(¥ 4
We_ ( +6y2+ ) com C=sufg=¢g= constan (4.41)

Tabela 4.2 — Estimativas superiores para as qeatolhas diferentes da funcéo

Y, supondo valida a equacao (4.27).

ESTIMATIVA PARA LIMITE SUPERIOR OBTIDA COM
W QDE{(x,y,z) talque X+ y< R e I< & }_
2
LIJ:—CX SupT s%+Tw+ i+i _Cﬁ
2 o h 2k 2k ) 2
2
wz‘z sust&+Tw+ 1.t CcL
2 o h 2k 2k | 2
o ClX+Y) supt < SR o[ L, LR
4 o 2h 2k 2k, ) 4
C(X¥+y+7 C(R+1
W=- (X+y+7) sustE[R2+ I_ZTIZ+'|;+ N ( )
6 o 3h 2k 2k, 6

Por outro lado, para cada um dos casos considered®abela 1, os resultados
apresentados na Tabela 4.2 podem ser obtidos,deoasdo as equagbes (4.29) e

supondo que a equacao (4.27) seja valida.

4.2. Condutividade Térmica com Dependéncia Linear am Temperatura —

Estimativa de Limite Superior para a Temperatura
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Combinando as equacdes (3.4) e (3.15) — represkntaoondicdo de contorno
transformada para o problema com condutividadeit@rmom dependéncia linear na
temperatura, mostrada nas equacdes (3.9) e (dlf¥pblema original, representado

pela equacao (2.12), pode ser representado por

div(gradw)+ =0 em Q

T N R

sobre 0Q

Assim como no item 4.1, define-se um campada seguinte forma

div(grad¥)+sug =0 em Q", comQOQ" (4.43)
Q

sendoQ"” um conjunto convenientemente escohido.

Portanto,

div| grad(w-¥)|20 em Q

rad(0-9) h{ J@Zm_ J@lw-w%_t} .

4 4 4 4
+gradWh sobreodQ

Considerando as conclusdes apresentadas nas egyd¢) a (4.8), a partir da
condicdo de contorno apresentada na equacdo (4d4dg-se concluir a seguinte

desigualdade



40

—\2 —\ 2
h \/[Kyj L2l _\/(;—k/j +|a1_w+TREF—'I; + grad¥ M <0

y (4.45)

sobre 0Q"

e, portanto,

KY ,otd _ (kY ld-0 - - 1
JH v JH y o T LSRRI g

sobre 0Q°

A desigualdade (4.26) mostrada anteriormente peresitcrever (Taylor, 1958)

(] et e
y y y y (4.47)

slsup| grad¥| sobre 0Q*
h aq®

na qual o lado esquerdo representa uma fungcéaceatesdew . Entdo o supremo de

sobredQ" é tal que

sl - sipd

y (4.48)

_x suda]+
A

4

sufel| (5]
14

ST, —Toer 2 dugpad V|
h ol

Portanto
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Y
surel= | &

T, —Toer 2 sufj grad¥|
h aq°

+ T(H T Ter +Tl1 sup gradIJ||j (4.49)

Neste ponto devem-se levar em conta as conclusbeda® a partir das

equacoes (4.16) a (4.19). Combinando esta Ultimaacequacéo (4.49) chega-se a

T, —Toer 2 sufj grad¥|
h aq°

sup[ o] < {LZ/ + T(} X
? (4.50)

X(Tw ~Toer +£sud| gradLIJ||j+ supWw] - infw]
h aql e ol

Em outras palavras, uma vez que o carkp@ escolhido, existe uma estimativa
a priori para o limite superior d®, pois 0 supremo de» tem um valor sempre maior
ou igual aw.

Além disso, a partir da inversa da transformadaliioff, pode-se concluir que

+ T (4.51)

_]2+Sgp[w]+

v y

2 iy

14

Entdo, levando em conta a equacao (4.50) podeesmach
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sup[T] <
\/(5)2+|01_5+Ea+1(sup[w]- inf[LP]j+|5|—5+E5+i(su;flP]— ini[w]j‘
y 2y Yl Q" 2y yla a°
_ \/@1 |01_5+E5+1(sup[w]- mf[w]j‘ﬂ_d-ﬁa-i(su;[w]- nf ]
y 2y Yl Q° 2y ylo Q"
+TREF
(4.52)
onde
=T, ~Tae +%sujd| grad¥| (4.53)

Como, no corpd?, a temperaturd € menor que (ou igual a) seu supremo em
Q, a desigualdade (4.52) representa uma estimatpréoa para o limite superior da
temperatural .

Quandoy — 0 o caso classico de condutividade térmica constatek =k é

recuperado. Levando em conta que

\/1+x—1:g gquando x - | (4.54)
Chega-se a

y-0

Iim{sup[T]] <T +% sg;ﬂ grad¥| +%( sju[)LP] - len[“v]j (4.55)
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4.2.1. Estimativa de Limite Superior para a Temperaura — As escolhas déy

Como existem infinitas possibilidades de escollra pacampo¥ , que pode ser
qualquer solucdo da equacao (4.2), escolhe-secgmweniéncia, os valores definidos
pelas equacdes (4.30) e (4.31). Cada uma destbas¢definidas na equacéo (4.30))

origina uma estimativa diferente para o limite sigre mesmo que seja suposta a

mesma regid®". Supondo qué&"seja dado porQ;’ ou porQ; onde

Q/'={(x,y,2 talgue X+ y< R e- Ik &
'={(xy.2 talq y 3 (2.56)
Q,={(xy,2 talque ~L<x<L,-L<y<L e-Il< =}

As quatro escolhas diferentes para o cardppdefinidas pela equacédo (4.30),

na regido espacidd” originam os resultados apresentados a seguir nelar als.
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Tabela 4.3 — Alguns resultados para as quatro ascdiferentes do camp&’,

(equacéo (4.30)), com a regido espagaldefinida pela equacéo (4.56).

sup|grad¥| | inf[W¥] sup W]
aQD Q QD
2 2
W=——X comQ”=Q; CR _cr 0
2 2
2
YP=-""comQ"=Q; CL —% 0
C(x¥ CR CR
Y=- ( i )comQDEQZ 7 - 0
4 4
W :_C(X2 +6y2+ 22) com QDEQZ _(R2 + L2)1/2 _%(L2+R2) O
2
W=-"""comQ"=Q, CL —% 0
2
Y= —z comQ"=Q); CL L 0
2 2
2
W:—C(X2+ ) com Q" =Q; CLQ = 0
4 i 4 2
C(x¥ z cr
Y=- ( +6y2+ ) comQ"=Q; CL% — 0
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4.2.2. Estimativa de Limite Superior para a Tempertura — Um exemplo —

Problema com simetria esférica

Considera-se agora um caso particular das equézZdey e (3.9) cuja solucéo
exata pode ser facilmente obtida, a fim de valeldustrar as estimativas previamente

apresentadas. O problema € a transferéncia de ealorconducdo em regime

permanente, unidimensional, num corpo esférico ok, (1+ ,BT) representado por

[ii(erde}q:o 0<r<R, com k=k(¥AT)

r*dr dar
e (= constante | (4.57)
—kd—T—h(T—'I;) em r=R
dr
onder = (x*+y?+ z°)"2.

Da equacéo (4.57) vem

i(r2(1+,8T)£j=—q—I2 - r2(1+m)£=_iﬁ+c (4.58)

dr dr K, dr 3k, '

onde C, =0, uma vez que a equagao (4.58) tem que ser vadidarp=0. Entéo, a

equacao (4.58) permite concluir que

dT _  gr
1 ar__ 49 _
M) ™ 3 = 28 6k, (4.59)

= (@pry =P



46

onde a constant€ é determinada a partir da condi¢do de contorno

__98 _dr_q damn _q
2B(1+BT)dT = 3 2rdr= -k 53" K d:LR 3 R=
= 3R=N(T - T)= M= Ty = (4.60)
g8RY __ B8 BR | #
(1+ﬂTw = j = 3k0R2+C:> C= [1+,81;+ hj +3|% R
Consequentemente, pode-se concluir que
2 _ L9BRY) L B
(1+47) _(1 BT+ 3hj 3kO(R2 ) (4.61)

e, portanto, a positividade d@ é uma condicdo necessaria para a existéncia de uma
solucdo que possua significado fisico — significagdie a condutividade térmida
deve ser sempre (em toda e qualquer posi¢ao) pesalitva.

Mesmo com C >0, duas solucdes distintas podem ser obtida, umas del

desprovida de sentido fisico. Estas solu¢cdes sdasdaor

1 g8R 2 (0'4} 2 _i . - =
E\/(1+,[;Tm +Ej +£(R2 ) 3 (com sentido fisico S€ >

oo G lee-r)-

(sem sentido fisico)

1
B
(4.62)
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E importante notar que, quandB — 0 (e, consequentementel =1), a
primeira equacgdo de (4.62) reduz-se a bem conhedatiébuicdo de temperaturas em

uma esfera com geragéo de calor uniforme e condatie térmica constante

(4.63)

Enquanto a segunda equacao de (4.62) nao tem.limite
Como a fonte interna de calgr € sempre positiva em toda e qualquer regiao,
observa-se que, para a solucéo fisicamente admlissimaximo del é alcancado em

r =0, sendo dado por

max|T} =%\/( 1+ BT, + QﬁRj LBR_ (4.64)

3h

E interessante notar que no caso descrito pela&qd.64) o0 maximo e o supremo
coincidem.

E importante observar que o lado direito da equ#4#4) coincide com o lado

direito da equacéo (4.52), desde @ieseja dado por (esfera com rdg)

QDE{(X, y,2) talque X+ y+ 7Z< ﬁ} (4.65)
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c(xX+y+72)
B 6

Y=

com C=sufq]=¢g= constan (4.66)
Q
como, a partir das equacoes (4.65) e (4.66), asgrgeg resultados sao obtidos
_CR . _-CR B
supjgrad¥|=—, inf[¥]=—— and sup¥]= (4.67)
aq" 3 6 Q"

Se, em vez do problema definido pelas equacte)(21(3.9), for considerado o

problema definido pelas equacdes (2.12) e (3.183gainte solucao € obtida

——|rk—||+q=0 0<r<R, com k=k+y|T-
{rzdr( dr ﬂ g AT~ el
e (=constante O (4.68)
L h(T-T,) em r=R
dr
Da equacéo (4.68) vem
d( .= dT)_ or
e (k +y|T—TREF|)Ej—‘K w50

_ JaT_ o
= rz(k +y|T_TREF|)E:_2_kO+ G
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onde C, =0, pois a equacéo (4.69) tem que ser valida par®. Entdo, a equacéo

(4.69) da origem a

= dT gr
(k+yiT- TREFDE -3
i (4.70)
— _ qr -
= k (T_TREF)+L2/(T_ TREF)| - -I;?EFI - _?4— C
onde a constant€ é determinada a partir da condi¢do de contornmaCo
—kd—ngr = —k% :—;‘R
r Fli=r - (4.71)
= gR:h(-l-lmR_-L) = -ITr=R:I+qE
e C é dado por
—~ = IR gR qR R
C:k(_]:o +g_h_TREFj+J_;(L+qE_TREFj I"’%_ TREF""% (4-72)

Portanto, a distribuicdo de temperaturas € ollgdmrma Unica a partir de

E(T_TREF)-'-J_Z/(T_ -IT?EF)| T- TREFI =

g(R-r) —(~ 6R gR
_d - )+k(Tw+qE—TREFj+—J;(L+%—TREFJ

(4.73)

qR
1. +i3,]_ -EQEF‘
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Em outras palavras a expressdo a seguir, sempasladate sentido fisico,

representa a temperatura

(\/2+(0+|¢1 \/2 ¢+|¢1) REF (4.74)

s\ -

onde @ é dado por

(4.75)

E importante observar que a temperatliraé uma funcédo crescente da func@o
definida pela equacéo (4.75). Entdo, o maximd dé alcancado quandp assumir seu

maximo. Este maximo efetivamente existe e ocorra pa R , sendo dado por

k
mQaX[T] :m(\/ 2+ Buax +|¢MAX| _\/ 2- ¢MAX+|¢MAXI)+TREF (4-76)

onde

T+ &4}(4.77)
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5 Uma simulacdo numérica por Elementos Finitos

A partir do funcional descrito abaixo

9

.7 ; ' .
=2 / k galT - gradldA = / {TdA + / (572 —;31’") dL,
T2 ) Ja Jo9

sendok (k > 0) e g funcbes prescritag e  constantes € a distribuicdo de
temperatura, consideremos o processo de minimizacao

Utilizaremos a seguinte malha para calculo do fumadi pelo método dos Elementos
Finitos

Figura 1 :
com nove noés 1(0; 0), 2(1/2; 0), 3(1; 0), 4(0; 1B81L/2; 1/2), 6(1; 1/2), 7(0; 1), 8(1/2;
1) e 9(1; 1), e com oito elementos numerados d&.1Representaremdscomo sendo
a temperatura no née T® a distribuicdo de temperatura no elemento
Na primeira integral do funcional descrf;tdﬂ k gradT . gradTdA, temosgradT
constante. Tomando como base o elemento da figyra $abendo qUE = a + bx +

cy, temos qugradT = bi + cj , constante no elemento. Dai,

il k ;
— f k gradT - gradTdA = — || grad?*A
2 ks 2

_KLH | (Ty=Ta\* | (Te=Ta\"
~ E H ‘

Estendendo o resultado para os elementos da malfiguna (1), obtemos
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Elemento 1: %H gradTM |24 = %[ T—T)?+ (T, —T0)%;
Elemento 2: £|| gradT@® |24 = g[ Ts —TW)* + (I3 — T2)*;
Elemento 3: —|| gradT®|2A = g[ (T3 = To)* + (T = T)*;
Elemento 4: §|| gradT™|?A = %[ (Ts = Ts)? + (Ts — Ts)°);
Elemento 5: -A-|| UradT[‘r’)“?;l = 3-[ Ty = Ty)% 4 (Tx = Tu)?);
Elemento 6: g|| gradT®|2A = g[ -T2+ (T - T5)Y;
Elemento 7: E” orad (™ IPA = g[ (Ts = T:)* + (I — T5)%);
Elemento 8: %n gradT®|?A = %[{Tg —Ta)* + (Ty — Tp)%).

Ainda utilizaremos o elemento da figura (2) paraafcudo analitico da segunda
integral do funcionalf Q gTdA. A distribuigdo de temperatura no elemento pode se
expressa comd = a + bx + cy. Temds = a + bx, + cy,, sabendo
queA(0;0),T4, = a. E tomando o8(L; 0)e C(0;H), temoslTy = Ty + bLe T, =Ty +

Ta

Tp— Tc— T, L
cH, comb =BTec = %eareta BC expressa por= L — —y.

y

Figura 2: Elemento triangular linear € um triang@tangulo de catetos H e L com

vértice A na origem

Calculando a integral de superfidi€ TdA , temos

L-gy =l Tis—1T,
dA = i Ar+ % "4y dud
[ fraa= [ [ (mar P e s TR

L

TB—T1I TC'_T_-I L_Fy
= Ta: d
]n ( AT+ I 9 + 7Y Y

0

o e 2 2
=T, LH — Tig-&-TB T,1LH+T( Ty (LH LH)

2 oL, 3 H 2 3
Ta Tp T¢c
(6+6+6>

_ LH (Th+Tg+ T
T 3 )
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Resultado que representa a média aritmética dgsetamras nos nds multiplicada
pela area do triangulo. Dessa forma, ao estendeomesultado para os elementos da

malha na figura (1), obtemos

T6+T3+Tg_
3

Ti+T+Ty 1

Elemento 1: f TWdA = M o
Q 3 8

Elemento 2: / TOIA = M 3 }-;
Q 3 3

Elemento 3: / TOIA = M 5 E
Q 3 8

Tao+T5+Tg 1

Elemento 4: f TWdA = H_—r’_*-fl 2B
Q 3 8

: Ty+T:+T 1

Elemento 5: / TO A = tarile ¥ iy =8
Q 3 8

7 Te+T-+T; 1

Elemento 6: f TOJA = fotitr ¥l =
Q 3 8

7 Ts+Ts+Tx 1

Elemento 7: / TMdA = M o
0 3 8

1

3

Elemento 8: f TEdA =
Q

No célculo da integral de linhadQ (%T2 — [S’T) dL , separaremos a integral em

duas parcelas, uma que envolve o termo linearre que envolve o termo quadratico.

Entre os n6s A e B do elemento, temos @ue a = bx, de forma quely = a +

Tp—Ta _ Tp—Ta Dai
XB— XA ' '

rg xrp
/ Tde = / (a+ br)dx
o T o T4

(a+ bx)? "
2b
-7
2b
(T — Ta)(Ts + Ta)

nTe—Ta
S

bx, eTz = a + bx,, logob =

T

L
= ;(TB F15):

E o termo quadrético fica
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TR TB
[ T?dx = [ (a+ bz)?de
oS q ST

TR

_ (a+bx)?
- 3b
8- 73
3b
_T;-Ti

T 9Tp-Ta
3 L

Ta

L
= (T3 +TpTs + Tj)g.

Entre os nds A e C do elemento, temosfuea + cy, de forma qué, = a + cy,e

Tc—Ta Tc—Tg p
Ts =a+ cy,, logoc = = . Dai,
B Yp. 100 Yo—ya T

ve Yo
/ Td-_y:/ (a+ cy)dy

YA YA

(a+ c_y)2
2c

Yo

Ya
T3 - T3
2c
(Te — Ta)(Te +Ta)
9 TCET_J.

Fo+Ta)

H
:?(

E nesse caso, o termo quadratico fica

Yy 5 Yo :
/ Tdiji= / (a+ cy)*dy
Jya

Jya
Yo
latey?|”

o 3c
T8 —~T3
3e
ToT

= AT
3 H

: o BF
= (Tg +TcTa +'Tj)§.

O funcional inicial dividido em trés partes fica

1 -
1[T] = - / k gradT - gradTdA — / qlrdA+ / (‘ET) = .ST) dlL,
2 Jo Jo Jao
A B &

de forma que
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A=~ T (Te—=T00 + 1 =0+ (B~ +-{0 =B+ (G=T)+

+(Ty — T6)? + (Ty — Te)2 + 2((Ts — T2)* + (Ty — Ty)* + (Ts — T3)* + (Tz — T5)?)),

B = f%{'ﬂ +To+2(Ts +T7) + 3(Ta + Ty + T + Tz) + 615

e

C= %[(Tf) + T T+ T5) + (T3 + DT+ T3) + (T + Tl + T3) + (Tg + TeTo + T3+
+(T3 + ToTs + T3) + (T + KL+ T7) + (T7 + Ty + T)) + (T4 + T + T7) -

J'i
SO+ L+ L+ T+ T+ T+ T+ To).

5.1 Solucgéo do caso especifico

Admitindo que nosso funcional é convexo e coerci@osolucdo desI(T) =

al N . . Lo ~
?:1; = 0 que minimiza o funcional existe e € Unica. Vamalsuar a solucdo do
i

nosso problema utilizando a malha (1).

. . . a] .
Resolveremos o sistema linear proveniente —ge=0, com i =1..9. Nossas
14

equacodes ficam

%:%m—QTQ—QT.;]—Q%+%[4T1+T2+T4J—§=°-
%:§[8T2—2T1—2T3—4T5]—%+%[4T3+T1+T3]—§:U-
%:%m_m—m]—%+%[4T3+T3+Ts]—§=0-
g%zgwﬂ—zﬂ—Zﬂ—ﬂﬂ—§+%Hﬂ+ﬂﬁﬂﬂ—§:U
;j{ = %[mn—m—m — AT — 4Ty| - % =0,
%:%[8%—2%—2%—41},]—%+%[4TG+T3+T9]_§:U’
c;)i’{ L e
c‘)—;{' :%ﬂ;_zn—ﬁﬂ]—%+%[4ﬂ1+To+TS]—§=O-



~ . . (k .
As equacgOes formam o sistema Imé}aﬂ + %B) .T = F, com as matrizes

-4 -2 0 -2 0 0 0 0 0O
-2 8 -2 0 —4 0 0 0 O
0 -2 4 0 0 -2 0 0 0

o o o O
==l ]
o o <o
[sw]
o o

[==]
= o o
—_
o o o O
[ N e B e

o]
o o o o o O
—
(]
o

=3

[~

B)a.
g

%]
=] ;
5 i_‘.a.

5] LR T ke R Tk ) 1o
+ 4+ 4+

]

e

]
b
e

!
[
for)
) E|~Q
. 5:‘3|>Q.

paltn bolm e
+ + +
]

e

%)
|

=1

Para efeito de simplificacdo, adotantbs: ¢ = 1. A solucéo do sistema fica

56
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1.205528846153846
1.278846153846154
1.236778846153846
1.278846153846154
T'=| 1.341346153846154
1.278846153846154
1.236778846153846
1.278846153846154

1.205528846153846

Minimizando o funcional em uma malha de dimens&on, trabalhamos com uma

matriz A de dimensdo n? xn?, em blocos: x n, que possui a seguinte forma

Dy D, 0 0
B By B v D
A=| o D, . D, ©
0 -. D, Dy D,
bW B

Os blocos diagonaisi® D, e o bloco subdiagonaldDpossuem a forma

4 =3 0 0 . 8 —4 0 0
-2 8 -2 . 0 —4 16 —4 .. 0
Di=1 0 -2 . =2 0 |.Da=| 0 —4 - —4 0
0 -3 8 -9 0 —4 16 —4
0 0 -2 4 0 0 —4 8
e
=2 0y @0, 0
0 —4 0 0
Di=| 0 0 . 0 0
0 . 0 4 0
0 0 0 -2

A matriz B de dimensda? x n?, em blocos: x n , possui a forma
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Dby Dby Db, "+ 0
B= 0 Db, "-. Db, 0
0 -. Dby Dby Db,

0 0 Db, Db

4 1 0 0 4 0 0 O
1 4 1 0 0 0 0 0
Dby = ¢ 1 = 1 40 , Do = a 0 0 0
0 1 4 1 0 0 0 0
0 0 1 4 0 @ 0 4
e
1 0 0 0
0 0 0 0
D, = 0 0 0 0
o - 0 0 0
0 0o 0 1

Dessa forma, temos o sistema lin€af” = F, sendo a matri¢ = EA + %hB, onde

h é o tamanho do subintervalo na malha (utilizanungervalos de tamanhos iguais).

A matriz (vetor)F de orderm? x 1 toma a forma

{5 )

F

vy

Sendo os vetores blocos iguais a
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Bh + 22\ Bh + 322k

Bh + 392k punE
F = , By =

Bh + 392k gak

Bh 4 222% Bh + 3%

o gh2k
[ Bh + 222

Bh+ 3%

Bh + 342k

/ h2k
8h+ qT

Em nossas simulagfes utilizamos as constgfitése g com valores iguais a (1). Na
figura (3), temos uma visualizagdo da mafi&m uma malha de elementos finitos 10 x
10.

20

30

40

a0

B0

70

80

S0

o0

0 20 40 B0 a0 100
nz = 460

Figura 3: Matriz esparsa de dimenséo 900 x 900gmiente de malha de Elementos
Finitos.
Mostramos na figura (4) a distribuicdo de tempegagm uma simulagdo com uma

malha de Elementos Finitos 100 x 100.
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Conclusodes

Este trabalho apresentou estimativas a priori pardimite superior da
distribuicdo de temperatura em problemas em regpeemanente em corpos
considerando dois tipos de dependéncia da condatlei térmica em funcdo da

temperatura. No primeiro, a condutividade térmioa dproximada por uma funcao

constante por partes da temperaturak =k =constante pard, <T ou

k =k, =constante parg = T, onde T, é uma constante (Saldanha da Gama et al.,
2013). No segundo tipo considerou-se uma deperalénear da condutividade térmica
na temperaturak = (1+ BT) k;, sendok, >0 e g constantes (Saldanha da Gama et al.,

2014). Em outras palavras, para as classes dokeprad considerados neste trabalho, é
possivel estabelecer, sem qualquer simulacao (exatamérica) um valor que € maior

que (ou igual a) temperatura em qualquer pontamdaoc
Como as escolhas do conjun®’ e da funcdo¥ influenciam as estimativas,

eles devem ser escolhidos de modo a minimizar eretitasug ¥] - igrgf[w], bem
Q]

comosup|grad ¥ .
aQ"

Em casos envolvendo conducdo de calor anisotropicaquacéo (4) perde a

validade. No entanto, uma estimativa menos prgmsie ser obtida, considerando um
problema virtual isotrépico, no qudasll e k2 representam os menores autovalores dos
tensores condutividade térmit&, e K ,, respectivamente, em cada uma das faixas de

temperatura consideradas.
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Vale ressaltar, também que a utilizacdo da tramsfda de Kirchoff foi de
relevante importancia para situacées nas qkak(T), isto €, condutividade térmica
dependente da temperatura. Utilizamos a transfamewh algumas simulacdes

numericas, permitindo trabalhar com diversos maitercomo o silicio.
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Apéndice A

Prova de Convexidade e Coercividade

1 Funcional

Temos o problema de minimizagao do seguinte funcional

Iw] = % i gradw - k gradwdV — /;(,'l;urﬂ" + / %h.(:.u — T Yd5, (1)

sendo k (k = 0) e g fungoes prescritas, h é o coeficiente de transferéncia de calor (con-

vecgao) e T, é a temperatura do melo ambiente.

A primeira variagao do funcional I[w] fica
. 1 ; g o 1 S
al=d(= gradw - k& gradwdV" | — 4§ [ quwdV + 4 —h({w — T, )"dS.
2 Ja 9] Jon 2

Desenvolvendo a primeira parcela dessa variagao temos

1
a (5 [ gradw - k gradu.‘dV) = / d( gradw - &k gradwdV’)
J0 0

[{6 gradw - k gradw + gradw - ké gradw}dV
oS0

[ e O e S I

[ {2 gradw - k graddw}dV
Ja

= /{ gradw - k& graddw}dV.
S0
Logo a variagao do funcional é denotada por

85I = [{ gradw - k graddw}dV — / gdwdV + [ hé(w — T )?dS,
J0 S8 S

1
",

onde dw é uma variacao admissivel de w.

(2)

(3)
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Utilizando a primeira identidade de Green e tomando 61 = 0, temos
0 = — [{div(k gradw) + ¢q}dwdV + / {k gradw-n+h(w —T,)}dwdS =0, (4)
Ja a0

onde n é a normal.

Sabendo que dw é uma variagao arbitraria, temos a seguinte equagao de Euler-Lagrange
div(k gradw) +¢=0 em Q, (5)
e as condigoes naturais de contorno

—k gradw -n = h(w —T,,) em J. (6)

2 Convexidade

Supondo que a solugao de 81 = 0 exista, isto é, que existe um minimo, provaremos que

ele & unico mostrando que o funcional é estritamente convexo, Devemos demonstrar que

Tt + (1 — thwo] < tl[wn] + (1 — £)Iwa], ")

com t € (0;1) e wy # wsy em QL.
A inequacao (7) ¢ equivalente a

1
3 [ grad[twy + (1 — t)ws] - k grad[tw; + (1 — t)un]dV — fq[tm + (1 — ¢ )wo]dV+
S0 L

/ éh([tun 4 (1 — t)ws] — Toe)’dS <

% [{t gradw, - k gradw; + (1 —t) gradws - k& gradws }dV — f{tg}wl + (1 — t)qun}dV+
Ja Q

/ {ihf(w, SR Iih(i — #)(ws — T )2 }dS,
Joon~ 2 2
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que, ao eliminar os termos lineares, ficamos com

: f radftu + (1—t)ws] -k gradftuw+(1—twsldV + [ éh([m+{1—t)wg]—Tm)?dSq
0o a0

L

é/{t gradwy - k gradw, + (1 —t) gradws - k gradws }dV+
zJa

{lhf(wl —Tw)?+ L t)(wy — Tho)* }S.
o G0 2 2

E agrupando os termos da inequacao, temos

é [{[t gradwy - k gradw; + (1 — t) gradws - k gradw,]|—
S}

grad[twy + (1 — t)ws] - k grad[tw + (1 — t)ws]}dV

+f ih{f(ml — Too)? 4+ (1 — t){ws — Too)® — [(twn + (1 — t)un) — Too]?}dS > 0. (8)
m 2

Na primeira parcela da inequagac anterior, o termo pode ser reescrito da seguinte

forma

66

t gradwy - k gradw; + (1 — t) gradws - gradws — grad(twy + (1 — t)wn) - k grad(twy + (1 — £)wa)

=t gradw - k gradw; + (1 — t) graduws - gradws—

grad(ws + t{wy — ws)) - k grad(ws + H{ws — ws))

=t gradwy - k gradw; + (1 — 1) gradws - gradws — graduws - &k gradws—

2t gradwy - k grad(wy —wy) — £ grad(w; —wy) - k grad(wy —wp)

=t gradw, - k gradw; — ¢ gradw, - gradws — 2f gradws - k gradwy + 2t gradws - k gradwy—
t* grad(wy — wo) - k grad(wy — ws)

=t graduwy - kwy — 2t gradws - k gradw; +t gradws « k gradws—

t* grad(w; —wy) - k grad(w; — w»)

=t grad(w; —wy) - k grad(wy — wa) — 1% grad(w; — ws) - k grad(w; — ws)

=t(1 —t) grad(wy — wo) - k grad(w; — wa).
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E o termo da segunda parcela pode ser reescrita da seguinte forma

Hwi — Too)? + (1 — t)ws — Too)? — [(bwn + (1 — t)wa) — T
= i‘.wlg + twg — fgw? = tgwg — Dtwqtas + 2t2w1wg
— t{wl - wg}g — fg(bﬂ - L;Jg)g

= (t — ") (w1 —wn)”

= #{1 — ) (w1 —ws)

Logo, a mequacao fica

%fn{t(l —t) grad(w) —ws) -k grad(wy —we) }dV + %h.fm{t(l —1)(wy —w-;]g}dS =0. (9)

Temos nessa desigualdade, o primeiro termo quadratico em grad(w; —ws) e o segundo
termo positivo.
termo positivo.

Vamos supor que o lado esquerdo da inequacgao (9) seja nulo. Para isso acontecer,
devemos ter wy = wo+a em {), sendo @ uma constante, e wy = wo sobre J{). Para satisfazer
essas duas ultimas condigoes devemos, também, ter wy = ws em 0. Dessa forma, o lado
esquerdo da inequacio (9) nunca se anula para wi # we em §Q e, consequentemente o
funcional se torna estritamente convexo.

Dai, se existe a solugao de 41 = 0, ela é tinica e representa um minimo, que é a solugao

das equagoes de Euler-Lagrange (5) e condigoes de contorno (6).

3 Coercividade

Para garantirmos a existencia da solucao (existéncia de w que minimiza [), é suficiente

mostrar que I é um funcional coercivo. Para demonstrarmos a coercividade do funcional,

lim (M) = toc. (10)

Frod ’}'

devemos ter

Para efeito de coercividade, tomamos ||w|| = 1, com w € HY(Q).
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Sabendo que nosso funcional possui a forma

Iw] = % [ gradw - k gradwdl — [tjde +f %h{w =
Jo Jo 40

pOdElTlDS esCTever

Tyw) : [ grad-yw - Egrad“ymd'lf—fq'ywdv+[ %h{’yw—Tx)ﬂdS
aq

)
..r 1 Tis
— [ gradw - k gradwdV — ", qu.'dV +9* | ch(w——=)%S.
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dado que o segundo termo de (11) é constante e seu limite é limitado.

O resultado que chegamos, juntamente com a comprovagao de continmdade e convexi-

dade do funcional, nos garante a existencia da solugao do nosso problema de mimimizagao
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Apéndice B

Simulacao — cédigo (m-file)

function  intl=kirc5

% Elementos finitos numa malha retangular com eleme ntos triangulares
linares

% retangulo N x M (N linhas e M colunas) c/teste de conservacao de
energia

% integral de linha (alpha T - beta)
%%6%%%%%%% %% %% % %% %% %% %% %% % %% %% % % %% %Y
% Equacoes diferenciais

% div(k.gradT)+q=0 em \Omega

% -k-gradT.n=h(T-T _\infty) em \partial \Omega

%%%%% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% % %%
% Funcional

% I[T]=\frac{1}{2} \int_{\Omega} k \g{T} \cdot \g{

% \int_{\Omega} \dot{g} T dA +\int_{\partial \Ome
\left(\frac{\alpha/{2} T"2 - \beta T \right) dL
%%%%%%%%% %% %6%0%% % %% %% %% %% %% %% %% %% % %%
% K(T) - condutividade termica constante por partes

% Transformacao de Kirchoff - w=\sum_0"T K(\xi) d\x i
% K=K1 se T>TO

% K=K2 se T<=T0

%%%%%%%%% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% % % % %4eRe%0%0404008080808880%0%0% % %
% Montagem das matrizes e resolucao do sitemas line ar p/min funcional

% Sistema Linear (k/4*A +alpha/6 *B)*T=F

% malha de dimensoes a x b.

% h e k - passos na malha

% q - taxa de geracao interna de calor

% alpha - constante

% beta[i] - variavel

% beta(i)=alpha* w(i)-

ho*(w(i)*(1/(2*K1)+1/(2*K2))+abs(w(i))*(1/(2*K1)-1/ (2*K2))+TO0 - Ti);

% gamma - funcao nao negativa - efeito da fontes ex ternas de radiacao

% sigma - constante de Stefan-Boltzman

% tol - tolerancia

% maxi - numero maximo de iteracoes

% cont - contador

% intl - valor da integral de linha

a=1,

b=1;

% c=-10;

% d=1000;

M=80;

N=80;

g=10;

h=a/(N-1);

k=b/(M-1);

alpha=80;

beta=ones(N"2,1);

K=1;

K1=6;

K2=6;

TO=10;

T=zeros(N"2,1);

%%%%

%%%%

0%%%%



sigma=1;
gamma=1;

gn=g*(h"2)*1/6; % termo do g no vetor F

% valor inicial das matrizes
A=zeros(N"2,M"2);
B=zeros(N"2,M"2);
F=zeros(N"2,1);

ho=1,

Ti=0;

% Montando a matriz A

% Primeiro bloco diagonal

A(1,1)=4;

A(N,N)=4;

for i=2:N-1
A(i,D)=8;

end

for i=1:N-1
A(i,i+1)=-2;

end

% parte simetrica

for i=2:N
A(i,i-1)=-2;

end

% Ultimo bloco diagonal

A(N?2 - N +1,N"2 - N + 1)=4;

A(N*2,N"2)=4,;

for i=N"2-N+2:N"2-1
A(i,i)=8;

end

for i=N"2-N+1:N"2-1
A(i,i+1)=-2;

end

% parte simetrica

for i=N"2-N+2:N"2
A(ii-1)=-2;

end

% Blocos intermediarios da diagonal

for i=1:N-2
A(N*i + 1,N*i + 1)=8;
A(N*i + 1,N*i +2)=-4;
A(N*(i+1),N*(i+1))=8;
for j=1:N-2

A(N*i + 1+, N*i + 1 + j)=16;
A(N* + 1 +], N¥i + 2 + j)=-4;

% parte simetrica

for s=2:N

A(N*i +s, N*i + s -1)=-4;
end

end

end

% Blocos subdiagonal

for i=1:N"2-N
A, N +i)=-4;

%inicio do bloco
% subdiagonal
% termino do bloco

% meio da diagonal do bloco
%subdiagonal

%subdiagonal

A(N +i,1)=-4; % parte simetrica

if mod(i,N)==
A, N +1)=-2;
A(-N+1,i+1)=-2;
A(N +1i, 1)=-2;
A(i+1,i- N+ 1)=-2;
end

end

% parte simetrica

% parte simetrica



% parte simetrica do bloco subdiagonal
%spy(A)

% Montando a matriz B

% Primeiro bloco diagonal

for i=1:N
B(i,i)=4;

end

for i=1:N-1
B(i,i+1)=1;

end

% parte simetrica

for i=2:N
B(i,i-1)=1;

end

% Ultimo bloco diagonal

for i=N"2-N+1:N"2
B(i,i)=4;

end

for i=N"2-N+1:N"2-1
B(i,i+1)=1;

end

% parte simetrica

for i=N"2-N+2:N"2

B(i,i-1)=1;
end
% Blocos intermediarios da diagonal
for i=1:N-2
B(N*i + 1,N*i + 1)=4; %inicio do bloco
B(N*(i+1),N*(i+1))=4; % termino do bloco
end

% Blocos subdiagonal
for i=1:N"2-N
if mod(i,N)==
B(i, N +i)=1;
Bi-N+1,i+1)=1;
B(N +1i, i)=1; % parte simetrica
B(i+1,i- N+ 1)=1; % parte simetrica
end
end
% parte simetrica do bloco subdiagonal
%spy(B)
%%%% %% %% % %% % %% % % %% % % %% % % %% % % %% %% %% %% %
%%%%%%% %% %% %% %% % %% %% %% % % %% % % %% %% %% % %%
% Resolvendo sequencia de funcional - variacéo do b eta
for m=1:7
%%%% %% %% % %% % %% % %% %% % %% % % %% % % %% % % %% % % %
% Montagem do vetor F
% primeiro bloco e ultimo bloco
F(1,1)= beta(1,1)*h + gn;
F(N"2,1)=beta(N~2,1)*h +qn;
F(N,1)=beta(N,1)*h +2*qn;
F(N"2-N+1,1)=beta(N*2-N+1,1)*h + 2*qgn;
for i=2:N-1
F(i,1)=beta(i,1)*h +3*qn;
F(N"2 - N + i,1)=beta(N*2-N+i,1)*h +3*qn;
end
% blocos intermediarios
for i=N+1:N"2-N
%beta(i,1)=0;
F(i,1)=6*qgn;
if mod(i,N)==0



F(i,1)=beta(i,1)*h +3*qgn;
F(i-N+1,1)=beta(i-N+1,1)*h +3*qgn;
end
end
%spy(F)
% Resolvendo o sistema utilizando inversa
C=1/4* A + alpha/6 * h * B;
%spy(C)
%R=cholinc(C,1e-3);
%M=diag(diag(C));
%Minv=inv(M);
R=cholinc(sparse(C),0);
%spy(C)
%w=inv(C)*F;
[w,flag,relres,iter]=pcg(C,F,1e-8,200,R",R);
relres
iter
%spy(w)
% Ajustando as temperaturas dos n6s na malha NxN
wn=zeros(N,N);
cont=0;
for i=1:N
for j=1:N
cont=cont+1,;
wn(i,j) = w(cont,1);
end
end

for i=1:N
beta(i,1)=alpha* w(i,1)-
ho*(w(i,1)*(1/(2*K1)+1/(2*K2))+abs(w(i,1))*(1/(2*K1 )-1/(2*K2))+TO0 -
Ti);
beta((N-1)*N + i,1)=alpha* w((N-1)*N +i,1)- ho *(w((N-1)*N +
i,1)*(1/(2*K1)+1/(2*K2))+abs(wW((N-1)*N + i,1))*(1/( 2*K1)-1/(2*K2))+T0
-Ti);
end
for i=1:(N-2)
beta(i*N + 1,1)=alpha* w(i*N + 1,1)- ho*(w(i*N +
1,1)*(1/(2*K1)+1/(2*K2))+abs(w(i*N + 1,1))*(1/(2*K1 )-1/(2*K2))+TO0 -
Ti);
beta((i+1)*N,1)=alpha* w((i+1)*N,1)-
ho*(w((i+1)*N,1)*(1/(2*K1)+1/(2*K2))+abs(w((i+1)*N, 1))*(1/(2*K1)-
1/(2*K2))+T0 - Ti);
end
% Calculando integral de linha (termo C na formulac ao)
iI=0;
ill=0;
for i=1:N
il= il+ alpha*h*(w(i,1) + w((N-1)*N+i,1));
end
for i=1:(N-2)
il= il+ alpha*h*(w(i*N+1,1) + w((i+1)*N,1));
end
for i=1:N
ill=ill+ h*(beta(i,1)+beta((N-1)*N+i,1));
end
for i=1:(N-2)
ill=ill + h*(beta(i*N+1,1)+beta((i+1)*N,1));
end
intl=il-ill
% Reformando os valores de T
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Tn=zeros(N,N);

cont=0;

end

%T

%spy(C)

for i=1:N
for j=1:N
cont=cont+1;

Tn(i,j)=w(cont,1)*(1/(2*K1)+1/(2*K2))+abs(w(cont,1)
1/(2*K2))+T0 ;
end
end
mesh(Tn)
axis([0 80 0 80 5 28])
Tn(1,25)
Tn(25,1)
Tn(50,25)
Tn(25,50)

Y*(L/(2*K1)-
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