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Mathematicians, or people who have very mathematical minds, are often led astray
when “studying” physics because they lose sight of the physics. They say: “Look, these
differential equations — the Maxwell equations — are all there is to electrodynamics. The
equations are complicated, but after all they are only mathematical equations and if I
understand them mathematically inside out, I will understand the physics inside out.” Only
it doesn’t work that way. Mathematicians who study physics with that point of view - and
there have been many of them - usually make little contribution to physics and, in fact, little
to mathematics.

Richard Philips Feynman



RESUMO

PEDROSA F.,José Julio Um modelo Fisico-Matemitico para escoamentos em meios porosos
com transigdo insaturado-saturado. 2013. 92f. Tese (Doutorado em Engenharia
Mecanica) - Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio
de Janeiro, 2013.

Neste trabalho é apresentada uma nova modelagem matemaética para a descricao do
escoamento de um liquido incompressivel através de um meio poroso rigido
homogeéneo e isotrépico, a partir do ponto de vista da Teoria Continua de Misturas.
O fendmeno é tratado como o movimento de uma mistura composta por trés
constituintes continuos: o primeiro representando a matriz porosa, o segundo
representando o liquido e o terceiro representando um gés de baixissima densidade.
O modelo proposto possibilita uma descricdo matematica realista do fenomeno de
transicdo insaturado/saturado a partir de uma combinagdo entre um sistema de
equagOes diferenciais parciais e uma desigualdade. A desigualdade representa uma
limitacdo geométrica oriunda da incompressibilidade do liquido e da rigidez do meio
poroso. Alguns casos particulares sdo simulados e os resultados comparados com
resultados cldssicos, mostrando as consequéncias de nao levar em conta as restri¢des
inerentes ao problema.

Palavras-chave: Escoamento em meio poroso; Transicdo insaturado-saturado;
Problema de Riemann com restricao; Teoria continua de misturas.



ABSTRACT

This work is concerned with a new mathematical modelling for describing the flow
of an incompressible fluid (a liquid) through a rigid, homogeneous and isotropic
porous medium, from a Continuum Mixtures point of view. The phenomenon is
regarded as the motion of a mixture composed by three overlaping continuous
constituents: the first one representing the porous matrix, the second one
representing the liquid and the third one representing a (very) low density gas. The
proposed mathematical modelling allows a realistic mathematical description for the
unsaturated/saturated transition process by means of a combination between a
system of partial differential equations and an inequality. This inequality represents
a geometrical constraint arising from the liquid incompressibility merged with the
porous matrix rigidity. The simulation of some interesting particular cases is carried
out presenting a comparison between the obtained results and the classical ones,
showing the consequences of disregarding the constraints associated to the
phenomenon.

Keywords: Flow through porous media; Transition unsaturated-saturated;
Constrained Riemann problem; Continuum mixture theory.
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INTRODUGAO

Escoamentos através de meios porosos estdo presentes em uma infinidade
de situagdes como, por exemplo, quando um solo arenoso ¢é atingido por uma chuva
ou por uma certa quantidade de liquido proveniente de algum reservatério (por
exemplo, um caminhdo tanque acidentado) rompido.

As linhas de trajetéria (e as linhas de corrente) nesses escoamentos sao
curvas extremamente complexas e, na maioria dos casos, impossiveis de serem
determinadas com o ferramental usual. Em outras palavras, a descricdo do
movimento de um liquido no interior de um meio poroso, sob o ponto de vista da
mecdnica dos fluidos classica, é impraticavel. Mesmo que fossem conhecidas as
fronteiras entre a regido sélida (chamada de matriz porosa) e o liquido, sua
complexidade geométrica impediria qualquer descrigdo local a luz da Mecénica dos
Meios Continuos. Mais especificamente, ndo haveria como aplicar condi¢es de
contorno do tipo “ndo deslizamento” por ndo se saber sequer onde estaria o
contorno.

Devido aos aspectos acima mencionados e a necessidade de se construir
descrigdes locais, com alguma precisio, uma das opgdes para estudar um
escoamento através de um meio poroso é empregar a Teoria Continua de Misturas
[5], que consiste numa generalizacdo da Mecéanica dos Meios Continuos, onde os
materiais originalmente tratados como corpos continuos passam a ser vistos como
constituintes de uma mistura, coexistindo superpostos numa mesma regiao espacial.

Basicamente, na Teoria Continua de Misturas, cada meio continuo (liquido,
solido, ...) é representado por um constituinte continuo que ocupa toda a regido da
mistura. Os constituintes sdo dotados de cinemética independente, de tal forma que
a um dado ponto ndo podemos mais associar uma tnica velocidade, e sim uma
velocidade para cada constituinte. Especificamente falando, ha varias configuragdes
de referéncia (uma para cada constituinte) e apenas uma configuragao atual.

No caso de escoamentos através de meios porosos, sob o ponto de vista da

Teoria de Misturas, trabalharemos com trés constituintes: o sélido - representando a
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matriz porosa, o liquido - representando o objeto principal de estudo e um gas
inerte - considerado para prover alguma compressibilidade ao sistema.

O fend6meno em foco neste trabalho é o escoamento de um liquido através de
um meio poroso, com transicao saturado/insaturado.

Mais especificamente, consideraremos wuma matriz porosa rigida,
homogénea, isotrépica e em repouso através da qual escoa um liquido cuja
densidade, enquanto continuo, é constante.

Enquanto o escoamento se processar sem que o liquido preencha todos os
poros (poros ativos - aqueles que se interconectam e pelos quais hé escoamento) ele
é dito um escoamento insaturado. Quando o liquido (visto como continuo) ocupar
todo o volume dos poros, teremos um escoamento saturado.

Levando em conta a incompressibilidade do liquido (continuo classico) e do
meio poroso, hd um limite fisico/geométrico para a quantidade de liquido
admissivel em cada parte da matriz porosa. Em outras palavras, este é um problema
sujeito a uma restricdo que, até os dias de hoje, jamais foi matematicamente
considerado em descri¢ées locais na literatura classica.

Em geral, ao simular problemas desse tipo, os autores ajustam as condicoes
iniciais de forma a jamais violar os limites fisicos inerentes ao fendmeno. Desta
forma, se isentam da necessidade de trabalhar com restricdes sobre as incégnitas.

Nesta Tese a contribuicdo principal é a apresentacdo de um modelo
matematico que permite a simulagdo de um escoamento em meio poroso , com
transicdo saturado/insaturado, independente de condigdo inicial. Em outras
palavras, é apresentado um modelo realista sob quaisquer condigdes iniciais.

Além da metodologia a ser proposta, ha também uma analise de resultados
onde se vé o quanto a velocidade de propagacdo é incrementada com a saturacao.
Quando ndo se impdem limites para a quantidade de liquido nos poros, se observa
situagdes envolvendo apenas baixas velocidades de propagacdo associadas a
contextos onde a quantidade de liquido é maior do que o volume do poro que
conteria esse liquido..

Neste trabalho nos restringimos a um contexto unidimensional onde os

campos de velocidade v e de fracdo de fluido ¢, incégnitas do problema, serao
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funcdes de uma variavel espacial (cartesiana retangular) e do tempo. Além destes,
teremos um campo de pressGes p que, nos escoamentos saturados, é uma funcéo de
@ . Agqui a pressdo sera suposta uma func¢do linear de ¢, enquanto ndo houver
saturacdo.

Quando, por alguma razéo, a fracédo de fluido ¢ iguala a porosidade ¢, ndo
se pode mais representar a pressdo p a partir de uma relagéo constitutiva, uma vez

gue a restricdo geomeétrica imposta pela rigidez da matriz porosa associada a

incompressibilidade do liquido impde a desigualdade ¢ <& em toda parte.

‘P

saturagdo
p=¢

escoamento insaturado
£

<Y

Gréfico do comportamento da fracédo de fluido com relagdo a presséa

Assim, serd necessario trabalhar com um sistema de equacdes diferenciais
parciais (hiperbdlico e ndo linear) com uma incognita limitada - ¢ <¢. Quando a
saturacdo ¢ =¢ € atingida (e o modelo aqui proposto permite a descricdo
matematica da transi¢do insaturado/saturado) a pressdo p passa a ser uma
incognita independente no sistema de equagdes diferenciais, sendo obtida de forma
independente da fracédo de fluido.

O que se encontra na literatura usual é esse sistema sem a restrigdo. Dessa

forma, se ndo forem impostas condi¢fes iniciais especiais, teremos situagdes onde
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@ > ¢ que além de fisicamente absurdas dao origem a conclusdes perigosas como,
por exemplo, velocidades de propagagdo muito inferiores (em médulo) as reais e
pressdes bem menores que as reais. A consequéncia disso é uma simulagdo
(meramente matemaética) que pode sugerir um tempo muito grande para que uma
certa regido seja atingida por uma frente de choque e/ou uma pressdao bem aquém
daquela que seria suficiente para fraturar a matriz porosa.

Nos limitamos neste trabalho a simular problemas sujeitos a condicoes
iniciais que permitam solugdes analiticas. No entanto, podemos considerar
condi¢des iniciais quaisquer e empregar o esquema de Glimm para efetuar
simulacoes.

E preciso chamar a atengdo que, dos trés constituintes envolvidos no
processo, apenas o fluido (liquido) serd objeto de andlise especifica. Em outras
palavras, ndo serdo abordadas equagdes de conservacado para a matriz porosa e nem
para o gas inerte. A matriz porosa, suposta rigida e em repouso, atende a equacao da
continuidade e, com uma escolha adequada para o tensor parcial de tensdes, atende
também a equacao da quantidade de movimento linear. O gés inerte é considerado
apenas para prover alguma compressibilidade para a mistura nos poros. Assim,
supondo que sua densidade seja muitissimo pequena, ndo é necessario se considerar
equacoes de conservacdo para ele.

Antes de passar ao detalhamento tedrico deste trabalho, levando em conta
que temos também um compromisso didéatico, vamos considerar um problema
classico, e bastante simples, para ilustrar a contribuicdo deste texto. Consideremos
um tanque (cubo) de volume V =L* (invariante no tempo) no qual é injetado um
liquido com densidade p constante (notem a valvula de saida de ar no topo do

tanque - s6 sai ar...).
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ko

VY
entrada LIQUIDX

Tanque com liquido de densidade constante

A presséo no fundo do tanque é dada por p=p,+ pgH onde H ¢ a altura

da coluna de ligquido, enquanto H <L. Quando H =L a pressdo pode ter qualquer

valor maior ou igual a p,+ pgL (visto que o tanque é rigido e por mais que se

aumente a pressdo ndo haverd um volume de liquido maior que o volume do
tanque).

Esta idéia é generalizada neste trabalho. Aqui ndo temos uma restri¢édo sobre
uma variavel, temos uma restrigdo sobre um campo que deve satisfazer (no sentido

generalizado) um sistema de equac@es diferenciais parciais, hiperbdlico e néo linear.
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Revisdo Bibliografica

O estudo de fendbmenos de transporte em meios porosos data da década de
1920, de acordo com uma revisdo de Alazmi e Vafai [1], comparando diferentes
modelos para problemas complexos. No entanto, uma descricdo adequada da
transicdo d e escoamentos saturados para insaturados através de meios porosos
continua a ser um assunto em aberto.

Sistemas hiperbdlicos com restri¢bes podem estar presentes em diferentes
aplicacdes, tais como escoamentos bifésicos, plasticidade compressivel com choques
e descricdo de trafego de veiculos ou de multiddes, incluindo os engarrafamentos, a
presenca de pracas de pedagio e de previsdo de acidentes de transito nas estradas.
Bouchut et al. [2] discutem modelos de escoamentos bifasicos de gases e liquidos,
para liquidos incompressiveis, com o0 objetivo de modelar a dindmica de
escoamentos em tubula¢Bes, um modelo de ordem zero proposto, que consiste em
um sistema de duas leis de conservacdo ao qual é imposta uma a restri¢cdo na fragdo
volumétrica, que deve ser menor que a unidade. A metodologia proposta por
Bouchut et al. [2] capta as fortes diferencas entre a dindmica das regides
congestionadas e regifes livres, e permite determinar a sua transicdo. A restricao
considerada por Bouchut et al. [2] é andloga a utilizada nesta tese. Comparando
estes dois trabalhos, embora a abordagem apresentada por Bouchut et al. [2], pareca
ser mais geral do que aquela utilizada nesta tese, € importante notar que, no teste
trabalho um resultado original é apresentado: a solucdo exata para um Problema de
Riemann néo-linear com restri¢do. Rossmanith [3], emprega um método de volumes
finitos de alta resolugdo, com base num método de propagacdo da ondas, para
aproximar um sistema de equagbGes magnetohidrodindmicas hiperbdlicas néo
lineares, satisfazendo uma restricdo de divergéncia livre no campo magnético,
sujeitas a ondas de choque e outras descontinuidades.

Modelos de fluxo de trafego séo normalmente inspirados por trés categorias
principais de modelos de mecéanica dos fluidos: modelos de particulas, modelos

cinéticos e modelos dinamicos de fluidos. Esta ultima categoria é baseada em
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equacgdes de balanco de um certo nimero de caracteristicas do escoamento, sendo
geralmente descrita por modelos de primeira ou de segunda ordem.

Os modelos de primeira ordem supdem apenas a conservagdo do namero de
veiculos, permitindo prever densidade; enquanto os modelos de segunda ordem,
também levam em conta uma equagdo relacionada com a conservacdo do
momentum, sendo capazes de prever também a velocidade de propagacdo -
geralmente a velocidade média do escoamento, e originando modelos como as
equagdes de Euler para a dindmica dos gases. No entanto, estes modelos podem
levar a um comportamento absurdo como veiculos movendo-se para tras, apontado
por Daganzo [4]. Aw e Rascle [5] propuseram um modelo - denominado modelo
Aw-Rascle - a fim de corrigir esses problemas e garantir que a densidade e a
velocidade permanecam nédo negativas. Berthelin et al. [6] propuseram um modelo
de fluxo de trafego que descreve a formacao e a dindmica de engarrafamentos,
constituidos por um sistema de dindmica de gases (sem pressdao) sob uma restricao
méaxima na densidade, em outras palavras, a restricio de densidade é preservada a
qualquer momento. A dindmica dos engarrafamentos - derivada usando um
problema de Riemann associado ao modelo de Aw-Rascle, corresponde a regides
onde a restricdo de densidade é atingida. A teoria matematica - prova de
estabilidade fraca e existéncia de solugdo - é baseada nas equacdes isentrépicas da
dindmica dos gases com restricao unilateral sobre a densidade e a perda de massa
desenvolvidas por Berthelin e Bouchut (ver [7] e referéncias nele contidos), que
propdem uma formulacdo fraca incorporando os multiplicadores de Lagrange, que
garantem a conservacdo do momentum.

O modelo de Berthelin et al. [6] consiste, essencialmente, na combinag¢do com
do sistema de de Euler com uma restricio de densidade maxima, assumindo que
esta restricdo é independente da velocidade. Posteriormente, Berthelin et al. [8]
levaram em conta essa dependéncia, propondo um modelo de segunda ordem,
também com base no modelo de Aw-Rascle [5]. Herty e Schleper [9], com o objetivo
de prever os acidentes de transito, discutiram modelos matematicos de previsao
baseados numa descricdo macroscopica do fluxo de transito. Essencialmente eles

consideram propriedades matematicas de um modelo macroscépico de trafego de
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segunda ordem juntamente com diferentes leis de pressdo nas estradas conectadas.

Com o objetivo de modelar um pedégio em uma estrada, Colombo e Goatin
[10] consideram uma tinica equacédo hiperbélica (problema de Cauchy) submetido a
uma restricdo unilateral local varidavel no fluxo, enquanto que nesta Tese um sistema
de duas equacgdes diferenciais parciais é considerado. O namero total de veiculos é
conservado e a velocidade do trafego é suposta uma funcdo da densidade de trafego.
Empregando um procedimento matematico sofisticado, os autores provam que o
problema esta bem colocado o resolvem empregando uma solugdo de entropia com
base em choques nao classicos. As solugdes obtidas sao coincidentes com os limites
das solugdes classicas para leis de conservacao adequadas, com fungdes de fluxos
descontinuas que aproximam o problema restrito. E importante notar que o trabalho
de Colombo e Goatin [10] considera uma restricdo unilateral varidvel, que ocorre
apenas no limite; enquanto nesta Tese, a restricdo ocorre em todo o dominio e
durante todo o tempo. Colombo et al. [11] além de estudar modelos de trafego,
também descrevem a dindmica de fuga para multiddes, com base em dois principios:
a conservagao do numero total de veiculos e o fato da velocidade num dado ponto
ser uma fung¢ao da densidade nesse ponto; apresentando uma descrigao rigorosa das
restri¢cdes unilaterais sobre o escoamento observavel.

Després et al. [12] observam que a importancia de compreender as restricdes
na fisica matematica e desenvolver uma abordagem de equagdes diferenciais
parciais nao-lineares permanece um grande desafio até hoje. Estes autores
apresentam uma estrutura matemadtica para solugdes fracas com restricio de
equacgoOes hiperbolicas, para modelar plasticidade compressivel com choques, que
dao origem a solugdes descontinuas, baseadas em sistemas de Friedrichs com um
convexo de restricdo nado-linear geral, provando que estas solugdes fracas sdo tinicas.
O formalismo fraco desenvolvido permite representar tanto os critérios de
plasticidade Tresca quanto aqueles de Von Mises.

Este trabalho apresenta um modelo matemaético fisicamente realista para
representar o enchimento de uma matriz porosa rigida ndo saturada por um fluido
incompressivel, identificando a transicdo de escoamento insaturado para saturado.

O modelo mecanico usa uma abordagem da teoria de misturas [13, 14] - um método
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conveniente para modelar sistemas multi-componentes - baseado numa teoria local
termodinamicamente consistente que generaliza a Mecanica do Continuo classica
[15]. O meio poroso insaturado é modelado como uma mistura de trés componentes
continuos superpostos: um soélido (uma matriz porosa rigida, homogénea e
isotropica), um liquido (um fluido incompressivel), e um gas inerte, suposto com
densidade madssica muito baixa de massa, incluido para levar em conta a
compressibilidade do sistema como um todo.

Saldanha da Gama [16] propds uma relagao constitutiva levando em conta
um limite geométrico, que surge devido a da rigidez da matriz porosa e a
incompressibilidade do fluido, evitando as solugdes sem significado fisico. Estas
solucdes corresponderiam a um valor infinito para a pressdo em escoamentos
saturados - quando a fraccao de fluido tende a porosidade. No trabalho de Saldanha
da Gama [16] a equacdo proposta impde um comportamento fisico que impede que
o fluido sature a matriz porosa, enquanto nesta Tese o meio poroso pode
efetivamente ser saturado pelo fluido. Martins-Costa e Saldanha da Gama [17]
propuseram uma melhoria na relacdo constitutiva na pressao parcial de [16], na qual
a restricdo geométrica unilateral para a fragdo de fluido, em vez de ser assumida em
todo o dominio, é considerada apenas s6 numa vizinhanga conveniente da
porosidade (desde que a fraccdo de fluido seja menor do que a porosidade). Além
disso, a relagao [17] assegura a continuidade da pressao e de sua primeira derivada,
permitindo assim o calculo analitico das invariantes Riemann associados ao
problema.

E importante observar que, nesta Tese, a restricio unilateral geométrica foi
matematicamente imposta, assegurando que o valor maximo que a fracgdo de fluido
pode alcancar é o valor de porosidade. Isso impde um estado intermediario

decorrente de uma restricdo geométrica.
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1 FUNDAMENTOS TEORICOS DE TEORIA DE MISTURAS

A ferramenta que empregaremos para modelar o escoamento em meio
poroso, serd a Teoria Continua de Misturas, que consiste em uma generalizagdo da
mecanica do continuo. E recomendavel o conhecimento de algumas nog¢des de
mecanica do continuo, como em Spencer[22] e Chadwick[9], assim como um
conhecimento basico de mecanica Newtoniana ( [14] , [12], [15]).

O emprego da mecanica dos fluidos classica é inviavel para resolucdo de
nosso problema, pois ela consiste no calculo em toda geometria dos poros, do
movimento do fluido. Na teoria de Misturas, iremos adotar a hipdtese do continuo, e
analisaremos a mecénica tanto da mistura quanto de cada constituinte isoladamente.

Neste capitulo, discutiremos os conceitos fisicos e as equacdes de balango
que usaremos para modelar o problema associado ao escoamento em meio poroso.
N4&o iremos tratar das equacdes de energia ou entropia. E importante ressaltar que
faremos o desenvolvimento tedrico apenas para o caso de uma mistura ideal, ou seja,
em qgue o0s constituintes da mistura ocupam simultaneamente toda regido da
mistura. No meio poroso real e em algumas outras aplicagdes, esta hipdtese nédo se
aplica, pois se 0 meio poroso ocupasse todo espacgo, ndo haveria poros, e o fluido se
encontraria apenas nos poros, e ndo em toda regido, no entanto o modelo ideal serve

como uma aproximagao dos casos reais.
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11  CONCEITOS BASICOS

Uma mistura consiste de N > 2 constituintes continuos em uma mesma
regido. Denotaremos o k-ésimo constituinte/componente da mistura por Ck, e
iremos nos referir a ele como componente-k. Adotaremos o modelo do continuo
para cada componente, isto €, cada constituinte pode ser dividido indefinidamente,
mantendo suas propriedades. Iremos ainda supor que na mistura, pode haver uma
superposicdo de constituintes em uma mesma posigao.

A Fisica moderna nos diz que em escala microscépica, a matéria é
descontinua, composta de particulas menores e freqiientemente de vazios. O modelo
do continuo pode ser interpretado como o caso limite em que se admite o tamanho
das particulas “infinitamente pequeno”, que é uma boa aproximagdo para as
aplicacdes em escala macroscopica.

Analisando a hipétese da superposicdo dos constituintes a luz da fisica
moderna, o resultado seria que em uma determinada posicdo, recairiamos em um
vazio, ou em uma particula subatdmica, que ndo possui propriedades de nenhum
dos constituintes, portanto esta hip6tese s6 fard sentido, admitindo-se o modelo do
continuo. Neste caso teremos que definir o que significa haver um constituinte Cx
em um determinado ponto. Um ponto ndo possui volume, portanto ndo podemos
associar uma quantidade de matéria a ele. Porém, a idéia de haver um constituinte
no ponto, corresponde a ele estar “rodeado” pelo constituinte. Diremos entdao que

havera o constituinte Cx em um ponto, sempre que p, >0 com

(1.1)

onde V é o volume de uma regido A, contendo o ponto, e m, corresponde a massa
de constituinte-k na regido. Chamaremos p, de densidade parcial do constituinte-k

no ponto. Repare que (1.1) nao corresponde a um limite na defini¢do matematica,

pois V nao é variavel da fungdo m, . Voltaremos a discutir a definicado de densidade.
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A superposicao de constituintes, corresponde a em um dado ponto, haver

vérios constituintes distintos com seus respectivos p; >0. Em uma mistura de gases

ou numa solugdo homogénea de liquidos, é natural aceitar que em cada ponto
havera uma densidade ndo nula para cada componente da mistura. Sabemos que
estd aproximagao s6 fara sentido no modelo do continuo. Para meios porosos, esse
modelo subentende os poros como sendo uma rede de “canais infinitesimais”, e
cada vez menor os poros, melhor o modelo ira funcionar.
Cada constituinte terda movimento préprio:
X =2,(X 1) (1.2)
O movimento da mistura consistird nas equagdes correspondentes ao movimento de
cada constituinte:
X =,(X"1)
X = X%1)

Dada uma regido em torno de um ponto, a massa total contida na regiao sera

igual a soma das massas de cada constituinte.

M- m, (13)

K

P by (1.4

K

logo

A densidade possui a definigao basica:

p=\|/i_rgM\(/A) ou pzzl\\//l (1.5)
onde M(A) corresponde a massa total (de mistura) contida na regido A . Uma
inconsisténcia dessa definicdo é o fato que podemos ter o volume de uma regiao
tendendo para zero, e a densidade tendendo para um valor distinto da densidade do

ponto. (ver figura abaixo)
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B - @

Regido aberta contendo 2 pontos distantes

Se os 2 raios tenderem para zero (o raio em torno de A mais rapidamente), teremos
uma regido em torno de A, com volume tendendo para zero e densidade tendendo
para o seu valor em B. (observe que o baricentro da figura tende para B).
Diremos entdo que a densidade em um ponto P vale p, sempre que:
dado &> 0, existe 6 > 0 tal que
se AcB(P,0) :>M(A)—p <
V(A)

onde B(P, 6 ) corresponde a bola de centro P e raio 6, e A, uma regido Jordan-

mensuravel (Apostol[2]).Usaremos esta definicdo ao longo do texto, portanto

quando escrevermos d'\%v, subentende-se em uma bola suficientemente

pequena.A partir desta definicdo, podemos concluir que se p é definido em um
aberto B, entdo p é continuo em B. (apéndice A).

Uma relagdo que se observa, é:

jjjpdv = M(Q) (1.6)

Q

onde M (Q) corresponde a massa limitada pela regido Q . Adotando-se a identidade

(1.6) como definicdo alternativa de densidade, observamos que:

1- N&o existe apenas uma fungao p satisfazendo (1.6), visto que alterando-se o valor
de em um numero finito de pontos (na verdade poderia ser um numero infinito de
pontos, como por exemplo, uma superficie que corta Q ) a identidade continuaria
valida, e 0s novos valores nao teriam significado fisico nenhum.

2- Se quisermos uma func¢do continua que satisfaca (1.6), entdo teriamos apenas uma
solucéo e ela coincidiria com a definicdo de densidade. No entanto, nem sempre

havera a tal funcédo continua (caso de uma interface entre 2 materiais distintos).
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Vale notar que se existe a integral jjjpdv , pelo critério de integrabilidade de

Q
Lebesgue, o conjunto dos pontos de descontinuidade da fungdo possui medida
nula ([4] e [2]), portando as 2 defini¢des coincidirdo quase sempre. O
procedimento mais abstrato para se definir densidade, é considerar o volume como
sendo a medida de Lebesgue em R®, e a massa como sendo uma medida qualquer.
A densidade seria definida como sendo a derivada de Radon-Nikodym
(Asplund[4]) da massa pelo volume (limite da razao entre as medidas), e mais uma

vez p—d—M
dv

Associamos a cada constituinte uma velocidade v* em cada ponto,
Ji 2 9% _Dexk
ot Dt

dada pela derivada material da posicio x*. Adotando como sistema todos os

(1.7)

componentes contidos em uma “regido infinitesimal” dA , teremos para velocidade

do centro de massa do sistema:

k
- vidme M — dm,
V = V —= \)
dM dv Z v
\F,Dk
Vo (1.8)
P

que chamaremos de velocidade baricéntrica® . A velocidade baricéntrica é portanto
um limite da velocidade do centro de massa, a medida que a regido vai ficando cada
vez menor. Vale observar que o momento linear de uma mistura contida em uma

regido Q estd associado a velocidade baricéntrica.

03[ N ]) SN

1 O procedimento mais formal para se definir velocidade baricéntrica, seria usar uma regiao esférica e
tomar o limite do seu raio tendendo para zero.
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Para uma regido infinitamente pequena teriamos:

dP = E vkdm, = vdMm

Chamaremos de velocidade de difuséo (u«) de um componente Ck:

ph=vk-v (1.9)
ou seja, u k corresponde a velocidade do componente-k em relagdo ao centro de

massa.

Proposicéo 1.1 Z po it = 0.

Pt = pN = pyv =

:>E Pk/l E PkV -V E P =

= pV —pV =
gue € uma relagao intuitiva: o momento linear em rela¢@o ao centro de massa é zero.

Relembraremos agora algumas propriedades das derivadas materiais. Para

um campo escalar f(?,t) , @ taxa de variacao de f na direcéo de vk , OU seja, a medida

, ) D*f
que se acompanha o movimento do componente-k, sera denotada por ot Usando

a regra da cadeia:

k k .
Df_N DX of o gx, o (1.10)
Dt ZLuox, Dt ot ot

Para um campo vetorial f( ;,t)z(fl,fz,f3), vale a relagédo (1.9), para cada componente

fi logo:

onde Vf é o diferencial / derivada de Frechet do campo f ([2]).
Em uma mistura, iremos definir BT[ como a taxa de variagdo do campo, ao

se deslocar com a velocidade baricéntrica. Ela ndo é uma derivada material
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convencional, j& que ndo se trata de uma taxa de variacdo que acompanha o

movimento de algum constituinte ou corpo material. Pela regra da cadeia:

Df (af of  of afj(dxl dx, dxg dt)

Dt | ox 8x 8x ot dt ' dt ' dt 'dt
D _viv:d (1.11)
Dt ot

analogamente, para campos vetoriais:

Q_Vf -\7+ﬂ (1.12)
Dt ot

substituindo a eq. (1.9) em (1.10) obtemos

k J—
Df:Vfo(v +y")+ﬂ =
Dt ot

Multiplicando a eq. (1.10) por p«, e substituindo (1.4) e (1.8) teremos:

D"f af
—= Vf. v +
kK Dt Pk Pk
E 7—Vf E PkV + E Pk =
D f — of
—=Vf.pv +— — 1.13
E Pk by PV A+ P th (1.13)

e no caso vetorial

Z Df _ Df
P<pe T P ot
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1.2 CONSERVAGAO DE MASSA

Né&o podemos falar de regido material da mistura, pois cada constituinte
possui sua propria velocidade, mas podemos tratar da regido material de cada
componente. Denotaremos por R, a regido material (regido composta por um
conjunto fixo de particulas) dos elementos do componente-k. Como estamos
tratando apenas de misturas quimicamente inertes, ndo teremos componentes se

combinando ou se transformando em outros. Neste caso, a massa total m, de

componente-k contida na regido material R, se mantém constante e sua derivada

d
— dv=0
Rk

Proposigédo 1.2 (equagdo da continuidade / conservagdo de massa)

%”tudiv(pk\?):o (1.14)

pelo tempo é nula.

pelo teorema do transporte de Reynolds [3] teremos:

d op i
— dv = kdv + vied A =
Rk R

Rk k

IJ;J‘@’Zudiv(pk\?)jdv -0

valido para qualquer regido material, logo seu integrando tem que ser identicamente
nulo.

somando (1.14) em k obtemos:
e vt zo= 2 pav ) o)
—X 4 div vi|l=0=— +div v =
ot Pk ot Px Pk
= a—p+div(p\7)=0 (1.15)
ot

gue € a equacao da continuidade para mistura.

Efetuando o divergente do produto na eq. (1.14), obtemos:



a’i“ +v eVp, +pkd|vv =0

portanto

“p

=Py b divv* =0

Dt Pk
e para mistura

%+ pdiV\T =0

Dt
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(1.16)

(1.17)

Observe que as relagdes (1.15) e (1.17), valem também para misturas que reagem

guimicamente, visto que a taxa total de criacdo de massa é nula, teremos apenas que

0S componentes se transformam uns nos outros.

Proposic8o 1.3 Para cada constituinte Cy , vale:

e [

Pelo teorema do transporte de Reynolds

.U.[f(“)pkdv _[” af py+f P +d|v(fpkﬁ)jdvz
”j o 0P +deV(pk_.)+pk\7.vfjdV:

aplicando (1.14) teremos

jj — 4V -Vf pde jj —pde

A Proposicdo 1.3, possui a interpretacdo intuitiva informal:

d fdm, , que obviamente vale D—fdmk
dt Dt

(1.18)
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1.3 EQUAGAO DO MOMENTO LINEAR

Para uma particula?, a forca resultante vale a taxa de variacdo de seu
momento linear. Como estamos tratando da for¢a e do momento linear da particula,
e ndo de um ponto fixo no espago, trata-se de uma derivada material, ou seja:

DP* =
Dt
onde F éa forca resultante na particula, e Pk \Fpkdv seu momento linear.

Mais uma vez, estamos tratando do caso em que 0s componentes da mistura
sdo quimicamente inertes.
A forca resultante serd a soma de 3 componentes:
a) Forca de corpo ( externa) ([22] e [9])
b) Forca de interagdo entre os constituintes
c) Forca de superficie ( associada ao tensor de tensdes de Cauchy) ([22] e [9])

A forga externa de corpo, possui como principal exemplo o Peso que tem a
forma gdm ou gpdV . Generalizando, denotaremos por :
C?pde
a forca de corpo agindo sobre o componente C«.
Para regifes infinitesimais em torno do mesmo ponto, a forca de interacédo
entre os constituintes, é proporcional ao dV, portanto, no ponto, a razao F/dVé

constante. A forca de interagdo do componente-i sobre o componente-k sera

denotada entdo por :

HkdV

definindo: H* = Hi" teremos que a soma das forgas de todos os demais
i=k

constituintes sobre o componente-k sera:

2 Entendendo como particula, um corpo cuja posicdo pode ser descrita por um UGnico ponto
(Desloge[12]).Aqui a particula vai consistir em uma regido material infinitesimal dA , de voluma dV.
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HKdV = H¥dV
i#k

Aplicando a 32 lei de Newton obtemos:
HF =—Hj, (1.19)
A forca gerada por H—Ik , terd a direcéo da diferencga de velocidades \TI—\Tk , poiselaé
uma espécie de forga de arrasto. Se \TI;th( ndo podemos associar um tensor a esta
forga ( ja que ela possui diregdo e sentido fixos, ndo variando conforme a escolha de
dﬂ). So iremos tratar o caso em que VT;th( pois se as velocidades forem iguais em
uma regido, podemos tratar Ck e Ci como um constituinte so.

Quanto a forca de superficie associada a Ck , No caso \7,¢\Tk , esta forca sera
acdo do componente-k sobre ele mesmo (ja que a forga dos outros constituintes sobre

Cx esta descrita por H*). Definiremos um tensor parcial de tensées T*, de forma

gue a tensdo em um elemento de area d A =AdA seria:
T“.dA ou T*.AdA

Assim, a taxa de variacdo do momento linear de Ck em uma regiao material vale:

;.[jjﬁpkdv =”J‘(W+pkc?)dV+”Tk-dK (1.20)
Rk Rk ORk

gue € uma aplicacdo da 22 lei de Newton para o sistema de particulas [12]

. k
Proposi¢do 1.4 (equacdo do momento linear para Cy) Seja a* ZDDVt e divT* o

divergente do tensor parcial de tensdes?,

— pa* =H"+p GF+divT* (1.21)

3 O divergente de um tensor é definido como sendo o vetor em que as componentes correspondem ao
divergente de cada linha do tensor
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Aplicando a eq. (1.18) e o teorema da divergéncia em (1.19), obtemos:

Dv¥ T P S
—pav - (H ip G )dV+ div T* dv
Rk Ry Ry

que vale para qualquer regido material R, , portanto

k

= H¥+p GK+div Tk
Dt Pk

Py

Multiplicando a eq. (1.20) por dV , teremos uma interpretacéo intuitiva para

a proposicéo 1.4:
a* p dV = H AV + G*p,dV +div T*dV =
K _ K ~K Tk
a"dm, =H"dV + G'dm, +div T "dV
gue é a 22 lei de Newton para a particula de Ck com volume dv (massa X aceleracao

= soma das forcas) .

Somando (1.21) para todos os constituintes, obtemos:

E pka7=E H* + E p G* +div E Tk (1.22)

Analisando cada termo desta equagéo:
. E H = E E H* e por (1.19) teremos H"= 0
k i#k

. kadv é o limite Vol > 0 do produto da massa pela aceleragdo do
centro de massa da mistura (todos componentes), contida em uma regido A .

A aceleracdo do centro de massa é dada por a‘= E adm/Mtotal ou seja

a?j'/[jpdV—Zj-!‘Ikadv

tomando o limite:
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Chamaremos a =( a*p, ] / p de aceleracao baricéntrica. Infelizmente, ela

ndo coincide com a derivada material da velocidade baricéntrica.
. E p,G“dV corresponde a soma de todas as forgas de corpo (todos os

componentes) em dV . Se todos os constituintes estiverem submetidos ao

“mesmo G ”( que é o caso campo gravitacional), teremos:

G'=G*=.... =G = E kakzgg pkzgp

o E T¥ possui a interpretacao mais simples. A soma de todas as tensdes em

todos os constituintes, atuando em uma superficie dA, vale:

2

Chamaremos E TX =T tensor de tensdes da mistura.

Podemos reescrever a eq. (1.22) como
Proposigdo 1.5 (equacdo do momento linear da mistura) :

pgz E pk(?erivT

k

e no caso a tnica forga de corpo ser o peso:

pg = pa+div T
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1.4 EQUAGAO DO MOMENTO ANGULAR

Sabemos pelo principio do momento angular de Euler ( [12] e [15]) que:

. dlf
T="—
Z dt

onde T e L sdo respectivamente a torque e momento angular em uma particula de

constituinte Cx . O momento angular de uma regido material R, em relagdo a

Fz-“jj-;x\?pk v (1.23)

Rk

origem é dado por:

Na soma dos torques, temos que somar 0s torques gerados por todas as forc¢as

externas atuando sobre o constituinte em R, . Teremos entéo que:

Zf:ﬂ]h(W+pk(?)dV+‘”‘§x(Tk-dA) (1.24)
Ry ORy

Observe que apesar das tensdes serem forgas do constituinte sobre ele mesmo, elas

ndo sdo forgas internas na superficiedR, pois serdo as forgas que o exterior a
R, exerce sobre o interior a R, .

A partir do principio do momento angular, podemos concluir a proposi¢ao:
Proposi¢do 1.6 (equacdo do momento angular) : O tensor parcial de tensdes é
simétrico.

kK _Tk
=T

Iremos recorrer a base can6nica para desenvolver os calculos.

Usando a eq. 1.18 para calcular a derivada do momento angular:

d d [~ = D ¢ - =
dtzdtJ‘J‘jX xv¥p, dV =J-ﬁm(x ka)pde=ij xa“p dV  (1.25)
Ry Rk Rk

usando a equacdo do momento linear (1.21) para substituir m+ka?em (1.24)

obtemos:
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L[jfx(ﬁwkc?)dv_‘.‘ij‘?x(pkeFdika)dv

igualando a soma dos torques (1.24) a derivada do momento angular (1.25) temos:

Xxap,dV - ;x(ﬁwkc?)dwﬂfx(ﬂ.dz\) -
.ak. .F.Qk.
X xalp, dV = ;x(pkg—dika)dV+ X x(T*+dA)
.ak. .F.Qk. ORk
portanto,
Ij‘[;xdiv T*dV =Hix(Tk-dA) (1.26)
Ry ORk

Analisaremos apenas a componente em xi da igualdade acima (resultado para as

demais componentes, é andlogo) . Efetuando os calculos da integral dupla:

T -dA:(yTl'fidA , yTz'fi dA, Z:T;i dA, ]

e a 12 componente do produto vetorial ;x(T k -d,&) :

X5 E Talfi dA — X, E Tzk,idpﬁ z(szslfl - X3T2|71’ X2T3k,2 - X3T2|72’ X2T3|73 - X3T2|73) -dA

tomando o divergente

3 2 327 3 2 3
0X, 0X, OXg 0X,4

Z T", 6Tkl
32 T2k3+x : 2

Calculando o divergente do tensor de tensdes:

dIV-T-k ( EE 61}ﬁ EE 812;| ZE aT3| ]

e a 13 componente de x xdivT¥:

EE 511§| a11¥

0%,

oTX oT X oTX oTXx oTX oT X
[Xg 31 —X é}ZJ +X 3,2 +;rk 2,2 3,3 X 2,3 _:ng —
X1 '
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substituindo em (1.26) e tomando a 12 componente encontramos:
GI ot N ATy oty
X L —x LldV = TS, -T, +X —=L_x Ldv
J‘J‘_[ ZZ X, 32 ox. %223 ZZ X, 32 X,
Ry i i Ry i i

donde se conclui que :

JAJ;J’(T;Z TS, )dv =0

para qualquer regido R, logo T3'fZ—T2‘fS =0. Efetuando a mesma conta para as
demais componentes, concluimos que: T, -T,; =0 e T,;-T/5, =0 provando a

simetria de.
Como corolério temos:
Proposigdo 1.7 : O tensor de tensbes T € simétrico,

Ti,j :Tj,i
pois T = E T é a soma de tensores simétricos.

A proposigao 1.6, apesar de valida para o modelo ideal de mistura (onde
todos os constituintes ocupam toda regido da mistura), nem sempre sera valida para
aplicacdes reais, como por exemplo se tivermos pequenos solidos misturados a um
liguido. O movimento do liquido pode gerar uma rotacdo nos solidos (spin) ,

comportamento que ndo seria previsto no modelo ideal.
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1.5 CONDIGOES DE SALTO

Iremos definir uma superficie de interface S como sendo o conjunto dos
pontos de descontinuidade de algumas grandezas fisicas (densidade, velocidade,
pressdo , tensor de tensdes, etc...) . Ela divide o espaco em duas regides R"eR™,
onde as grandezas sdo continuas. Em geral a superficie de interface ndo é uma
superficie material.

Seja S uma superficie orientada e f uma funcdo definida no espaco,

definimos a variagdo defem S como:

[f]zhli_r)13+(f(;+hﬁ)—f( X —hn))

onde n é o vetor normal a S. A variacdo de f corresponde a diferenca entre os

valores da funcéo dos 2 lados da superficie.

Regido cortada por superficie S

Se ¢ é uma funcdo continua em S, temos as seguintes propriedades:

i-[o]=
ii -[pf ] =]

f
iii -[f+g]=]

]
t]+[g]
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Proposigdo 1.7 ( Teorema do transporte de Reynolds para regides contendo uma

superficie de interface) Seja R, regido material do componente-k e S interse¢do da

superficie de interface com a regidoR, . Entdo

ijﬁ[jf dv _J‘ij(g:+div(f\7))dv +Lﬂf( v —G):I-d A

onde u é a velocidades de cada ponto da superficie S.

A superficie S divide a regido R, em 2 regides ; R; na na dire¢do do vetor
normal n, e R, na direcdo oposta a n . Chamaremos ainda S, a borda de R, no
lado de R{e S, no lado de R, portanto :

OR =S +S¢ e OR =S+S,
Tanto R; como R, ndo sdo regides materiais, pois S ndo é uma superficie material,

porém ndo ha descontinuidade no interior delas, pois a descontinuidade estaem S

que ndo tem intersecdo com o interior de Ry ou R .
Denotaremos f*, a funcéo f restritaa R e f restrita a R, . Podemos entdo aplicar o

teorema do transporte de Reynolds a cada uma das regides (Rge R, ). Teremos

dj]jf dV:dj”f dv +djj_[f dv (1.27)
dt dt dt
Rk R Rk

aplicando o teorema do transporte nas integrais em R; e R, teremos:

dﬂjfdv =jj-jafdv +.Uf F-dﬂ—“f* u-AdA
dt ot
R¢ Re S S

observando que d A ¢ orientado de dentro para fora de R e N mantém a orientagdo

entado;:

da superficie S. Somando e subtraindo a integral de f*v v para obter uma integral

de superficie fechada:

| e e

S+S+



ijﬁ[jf av _jRj;jZ:+div(fW)dv +'Uf+.(WJ)-ﬁdA

analogamente, para R, teremos:

ijjkjf av _J‘ﬁ[jgmiv(f\ﬁ)dv +-Uf.(v7—ﬁ)-ﬁdA

A diferenca de sinal nas integrais de superficie, deve-se ao fato que 1 esta orientado

de fora para dentro em 6R; e de dentro para foraem oR, .

Somando as 2 integrais obtemos a integral em toda regido R :

;L[J‘f dV_Iﬁ...[ZI+div(f\7)]dV +L

Proposigédo 1.8 ( condigbes de salto para conservagdo de massa)

7 5}l
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(1.28)

Rx € uma regido material, portanto a massa total de componente-k nédo se

altera independente da presenca da superficie de interface, ou seja:

Usando a proposic¢édo 1.7 :

d
— dVv =0
Rk

jRJ;I(z’?+div(ka)jdv +Lﬂpk.( vk —ﬁﬂ.ﬁdA o

pela equacdo da continuidade (proposicéo 1.2) teremos:

jij(%’?+div(pkﬁ)jdv 0=
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J‘Sﬁpk.(\ﬁﬁ)}ﬁdA 0

valida para qualquer “pedago” de superficie contida em S, portanto :

[pk.(\?—ﬁ)}ﬁzo

Somando a equagdo da continuidade (1.28) em k, iremos obter uma equagao

da continuidade para a mistura:

0= E ([pk.(\?—ﬁ)}ﬁ} Ne E Pl V —l] =N. E PkV ~u E Px
k k
substituindo as equacdes (1.4) e (1.8), teremos:
[p(\T—L])-ﬁ}zO

A relacdo acima é valida mesmo que ndo haja descontinuidade na superficie para

todos os componentes, pois se p; e v' forem continuos em S, teremos que

[pi.(W—Gﬂ:o

Proposigdo 1.9 (condigdo de salto para o momento linear)
{pkW((\F—J)-ﬁ)—Tk-ﬁ} -0 ou [pk\?®(\7—ﬁ)ﬁ —Tk-ﬁ} -0 (1.29)

Reescrevendo a equacao (1.20), que é a 2% lei de Newton em Ry

mvpkdv mH 0 &) dV+HT oA

Pela proposicdo 1.7, a 1? integral pode ser reescrita como:

;L[j‘\?pk dv _L[J‘[a‘gktpk+div(pk\7®\7)dv]+'[ﬂpk\7((\7U).ﬁﬂdA

Podemos ainda, usando a equagado da continuidade (1.14), desenvolver :
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[0 o). [ [ 5 5

As regides Rge R, ndo possuem descontinuidades em seu interior, portanto

correspondem a soma das forcas nas respectivas regides:

(15w [l [ v

(- S+s+
A relacdo para R, é andloga. Repare que apesar de R; ndo ser regido material, a

identidade continua valida, pois ndo ha nenhuma derivada de integral. Substituindo

as integrais acima, teremos:
a0 qv - DV v DV v 4 [ \7((\7—6) ﬁ)}dA—
dt JJ Pr Dt Dt Pr

Rk RY Ric S
=I (m+pk§)dv + J‘j TdA + jT"'-dK+ pk\F((\F—J)-ﬁ) dA =

Rk. (S+S S+SK S.
_ I(H +kak dV+jjT WA - j [T*A]dA+ ka((\F—J)-ﬁ) dA
.E o o .S. - -

k

igualando a relacdo acima as forgas em (1.20) teremos:

-U[Tk-ﬁ]dm J;ﬂpk\?(( vk —J)-ﬁ”dA -0

para qualquer pedaco da superficie S, portanto

oV ((vF-u ) | <0,
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2 MODELO MECANICO

Neste capitulo aplicaremos a teoria de mistura para modelar o escoamento
de um liguido por um meio poroso rigido, homogéneo, isotrépico e em repouso. A
mistura serd formada por 3 constituintes: um liquido incompressivel, 0 meio poroso
e um gas inerte com baixissima densidade. Assumiremos também que a mistura €

isotérmica e que 0s componentes sdo quimicamente inertes, ou seja, ndo havera

reacdo quimica entre eles. Iremos nos referir ao constituinte liquido por C:
(componente-F), e as grandezas associadas a ele por p.,v-,TF, . .etc, e ao

constituinte gasoso por Cs.
Alguns conceitos associados ao meio poroso sdo descritos a seguir:

e POROSIDADE ( €): corresponde a razéo entre o volume maximo de liquido
gue pode ser colocado em um meio poroso e o volume total da regido
contendo o0 meio poroso. Intuitivamente, € € uma medida da quantidade de
vazios ativos no meio poroso, e seus valores variamde 0 <g < 1.

e FRACAO DE FLUIDO ( @) : corresponde a razéo entre o volume de liquido
em um meio poroso dV; (volume do liquido tratado como continuo isolado

fora da mistura) e o volume total da regido contendo o meio poroso dV.
Analisando um fluido contido em um volume infinitesimal, temos :

_dmg
av

Pr

onde p.corresponde a densidade parcial do fluido em dV. Sabemos que

_dm,
Po dVF

onde p, corresponde a densidade usual do fluido. Logo a fra¢do de fluido
vale

— dVF — de/pO :& (21)
dv.dm:/p: po

4
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e SATURACAO (v) : corresponde a quanto do meio poroso esta preenchido
com fluido, ou seja, a razdo entre o volume de fluido em um meio poroso e o
volume méximo de fluido que pode ser colocado no meio poroso, portanto
seus valores podem variarde 0 < v <1.Em um dV teremos:

_1dv
¢ dVv

y (2.2)

substituindo p,e p temos:

(2.3)

VariagOes de saturacgéo e fracédo de fluido

Na mistura em foco neste trabalho s6 trabalharemos com as equagdes que
governam o movimento do liquido, pois 0 meio poroso é rigido e estd em repouso e
0 gés inerte serve apenas para dotar a mistura de uma certa compressibilidade ao
preencher os espagos ndo preenchidos pelo fluido, portanto a saturagdo w nos
indicard quanto de fluido e quanto de gas teremos no meio poroso. Vamos entédo

simplificar a notagéo, denotando:

vi=v

Observe que neste capitulo, v ndo esta representando a velocidade baricéntrica,

como no capitulo anterior.
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Analisando um paralelepipedo de um meio poroso uniforme, chamaremos

de A, a soma das areas dos poros em uma face (em preto) e A a area da face.

Matriz porosa em forma de paralelepipedo

Teremos entéo :
IAg dz=A_h=volume dos poros

portanto:
A, h=¢Ah=A_=cA
observe que esta relacdo serve para cortes em qualquer direcdo, para um meio
poroso natural, independente dele ser isotrépico.
A presséo de gas-liquido dentro dos poros, sera denotada por p,, e pode ser
calculada por:
_dF _dF
Po= dA, &dA
A pressao parcial da mistura gas-liquido, que é a soma das pressdes parciais pg + pg,

vale:

dF
P + Pg ZdiAzgpo (2.4)

O valor de F é 0 mesmo nas 2 equages, pois no calculo das pressbes parciais, s6
havera gas-fluido, nos poros.

A relacdo entre p-e pg, depende de quanto gas e quanto liquido ha nos

poros, ou seja, elas serdo proporcionais aos respectivos volumes. Teremos entéo:
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[// = dVF = pF
dVe +dVg P +Pg
substituindo as eqs. (2.4) e (2.3) :
Pr =¥ EPy =

Pr =9 P

Quanto as relagBes constitutivas para o tensor parcial de tensdes T™, 0 meio

poroso ndo permite a formacédo das laminas do fluxo laminar. A dire¢cdo em que o

fluido se desloca, ndo € regida pela viscosidade, pois o fluido segue o caminho dos

poros, portanto seu movimento é dominado pela acdo da pressdo. Descartaremos

entdo as componentes de cisalhamento do tensor de tensfes e a forca de superficie

na interface. O tensor de tensdes consistira apenas das tensdes normais do fluido, ou
seja:

T" =P l1==py0| (2.5)

onde | é o tensor identidade e p, sera assumida constante enquanto ndo houver

saturacdo.

Reescrevendo a equagdo da continuidade (1.14), para Cr teremos:

substituindo a eq. (2.1) obtemos:

a((ppo)+div(g0po\7) =0

Como p, é constante:
op . =\
EJFdIV((DV ) =0 (2.6)

que no caso unidimensional se reduz a:

a£+6(¢v)

=0 2.7
ot oX 27)

A equacdo do momento linear para o componente-F, é da forma:

peat =H  +p. G" +divTF
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como af =Y vy + e por (2.5) TF =—p, ¢! teremos:
Dt ot
—— v — —F
Pe| VV v +E =H" +p.G" —div(p, pl)=

—— v | F =F
= pe (Vv v +6tj: H™ +p.G" =V (p, 9) (2.8)

A forga de corpo pr (? sera desconsiderada, pois seu efeito é desprezivel,

comparado as outras forcas. Assumiremos também que HF esta relacionado ao
gradiente de saturacédo [18]:

H =42V, (2.9)

4 -representa a viscosidade do fluido
onde: < D -€é o coeficiente de difuséo
K -permeabilidade especifica do meio poroso

substituindo as egs. (2.1) e (2.9) na equagdo de momento linear, teremos:

¢(v\7-\7+a\’ - —V[“D+p°(p]
ot Kpo  Po

podemos reescrever a equacgdo acima de forma mais conveniente definindo presséo:

Kpo Po
observando que p é funcdo apenas de ¢ . A pressdo p ndo é uma pressao usual ou
parcial, sua definicdo serve apenas para normalizar a equacdo . Substituindo p

teremos:
—— v
(D(VV v +8t]+Vp=0 (2.11)

gue pode ainda ser reescrita somando-se v vezes a equagao (2.6)

\Tdiv(go\T) vij;p+(p%+<va-v +Vp=0 =

6((pv)

V(gp\T)-\T +cp\7div7 +Vp=0 ou
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a(<p\7)

+V((p\7)-\7+ div(go\7®\7)+Vp=0

No caso unidimensional, faremos as substitui¢des:

Vp—)a—p e Ve —>va—v
OX oX
naeg. (2.11) e teremos
ov ov op
oV—+p—+—=
0 ot ox

somando v vezes a eq. (2.7) :

oV
v7<(p )<pva—v+cpa—v+va—q)+@=0
OX ox ot ot 0Ox

o(pw) aev)
ot

obtendo a seguinte equagdo do momento linear no caso unidimensional

o(pv) o(ev?+p)
ot " OX

=0 (2.12)

Nosso modelo matematico para o escoamento unidimensional em meio
poroso, consiste nas equagfes (2.7) e (2.12). Teremos ainda que t>0 e a fragdo de
fluido ¢ , pode variar no maximo até os poros estarem totalmente preenchidos pelo
fluido, ou seja quando houver saturacéo:

Pmax =€
resultando no sistema hiperbdlico néo linear de equacdes diferenciais parciais,
20, 2(pv)
ot oX
o(pv) , oov*+p)
ot oX

(2.13)

para x e R e t >0, sujeito a restricdo geométrica0 < ¢ < ¢.
A seguir, iremos desenvolver as condi¢cbes de salto para o caso

unidimensional. Substituindo p=p, ¢ na equagado da continuidade (1.28) , teremos:
[@ po(v —u)ieri]=0
observe que n s6 pode assumir os valores =i, que implica

[¢ po(v —u)]=0 = p,[eV]= pu[e] =
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[ov]=u[e] (2.14)
gue é a condicdo de salto da equagdo da continuidade no caso unidimensional.
Na equagdo do momento linear (1.29), iremos substituir também

TF=-pyel, obtendo:
[po(pvi((v —u)i-ﬁ)+<ppoﬁ]= 0=

[ PopV? = popvu + 9P, | = 0
dividindo por p,:
2 Po | _
pvZ+9-2 |=[pv]u
0

pela equacdo (2.10), sabemos que {(ppo}: [p]. portanto:

Po
2
[gpv + p] =[ev]u
gue € a condicdo de salto para o momento linear no caso unidimensional.

As duas condicdes de salto podem ser reescritas da forma:

[v]_[evi+p]

[go] = [(pv] (2.15)
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3 O PROBLEMA DE RIEMANN ASSOCIADO AO ESCOAMENTO
EM MEIO POROSO

O sistema de equagdes diferenciais parciais (2.12)

o0, dlev) _,
ot 6x
3(<0V)

ot 6 (p+g0v) 0

discutido no capitulo 2, juntamente com as condicdes iniciais

(@ v, )parax<O0
(pv)=1 *
(@r,Vg )para x>0

emt=0

torna-se um problema de Riemann classico, que possui a mesma estrutura em
problemas de elasticidade e dindmica de gases.

Na nossa analise inicial, adotaremos p como funcdo de ¢ ( ndo
necessariamente pog ) . Teremos ainda que p’ > 0 nos dara um problema hiperbdélico
e p”> 0 um sistema n&o linear.

Definindo £=x/t (ver Apéndice B) teremos que tanto ¢, vV e p serdo fungdes
de &, e fazendo a mudanga de varidvel de (X, t) para &, nosso sistema de equagdes
diferenciais parciais se transforma num sistema de equagdes diferenciais ordinarias.

Aplicando a regra da cadeia

w__xdw
ot t*d
¢ obtemos
ow_ ldw
ox  tde
g4, dov)_g
dé d§
LML LN
dé d§ dé dé
usando a derivada do produto v d((pv)_ d—q)+<p dv para substituir av
dg dé¢ ~d¢ dé

obtemos:
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_gde, dlov)_g

d¢ d¢&
. o2,de d(ev) _
(p'=v )E+(2v—§) de =0

que escrito na forma matricial

o2 o) seloHs) 6
(p'-v?) (v-¢)] dglov] 7|0

O sistema possui a solugéo trivial:

d|e 0
— =| |= @ eV constantes
délev| [O

Nao havera solucéo continua em todo dominio (t> 0) satisfazendo a solucdo acima,

pois @y #@, e Vi =V . O sistema tera também solucdo se:

(oo )
det , =0 (3.2)
(p'=v?) (&2v=¢)

e as solucgdes estariam no nucleo da transformacdo. Resolvendo a equacéo (3.2)

obtemos:

ll=v—\/ﬁ e A,=Vv +\/F

Podemos observar que 4, e 4, sdo os autovalores da matriz

vy o)
(p'-v?) 2v

Substituindo o valor 4,=v—,/p' e efetuando a primeira linha do produto
matricial (3.1)(observe que uma linha do produto matricial ja é suficiente), obtemos:
(Jp'-v)de+d(pv)=0=

Jp' dp+p dv=0 (3.3)

Integrando os dois lados, obtemos o primeiro invariante de Riemann:
R,=v +J‘\/p7dq)
4

Analogamente, substituindo o valor A,=v+./p', obtemos o segundo invariante de

Riemann :
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R,=v —J‘\/Fd(p
4

Tanto }vl=v—\/F como A,=V+,/p"' ndo geram solugdo continua em todo
dominio (§ € ]R), pois a condicéo inicial (¢ ,v, ) para x<0 e t=0 implicaria que
& %vLim que possui um valor finito, enquanto sabemos que £ »>—-o. O
mesmo ocorre para (¢g,Vg) para x>0 e t=0. Iremos nos referir aos 3 tipos de
solucéo por:

e S quando ¢ e v constantes

X

« Siquando cf:?:v—\/ﬁ

.« S quando §=%=v+\/ﬁ

Como nenhuma das 3 gera uma soluc¢ao continua em toda reta £ e R, para
obter tal solucdo teremos de combinar os 3 tipos de solugcdo em subintervalos da

reta. Como em & —+o00,nd0 héa solugdo do tipo Sl ou Sz , teremos que ¢ e v serdo

constantes nos intervalos:

{(p:% para é e (-0,& ] e {gozpr para £ e [&;,+ )
V=v, V =vg

para algum & e &; .

E
5;_ SR
Fracdo de fluido e velocidade em + o0

Vale observar que intervalos na reta &, correspondem a leques no plano x x t.

(ver figura abaixo)
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Correlagéo entre intervalos no eixo & e leques no plano x x t

Um intervalo com solugéo Sl néo pode encostar em outro com solucéo Sg ,
ou seja; ndo existe a,bec e R talqueem [a, b] hasolugdo Sl eem [b, c]solucéo
S, (ou vice versa), pois teriamos que :

b pertence ao primeiro intervalo = b=v —\/?
b pertence ao segundo intervalo = b=v +\/? , logo
Vv — p'=v+\/ﬁ = \/on = p'=0
gue é falso pois por hipétese, p'>0.
Nao poderemos ter também um intervalo satisfazendo S o entre dois

intervalos satisfazendo S; (ou S, )

S1 S S1

a b

Situacdo impossivel - S, entre dois intervalos do mesmo tipo
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No intervalo do meio (inclusive emaeb), ¢, eV, sdo constantes. Como a esta no
primeiro intervalo, vale : a=v,—./p'(¢,). Idem para b no segundo intervalo
b=v,-/p'(¢,) . Portanto:

a=v,—/p'(go) =b
ou seja, nao ha intervalo nenhum no meio.

Também nao ocorrera a situagdo em que teremos os intervalos na ordem

(esquerda para direita) : S-S - Si.

Sy S o S1

a

Seqiiéncia impossivel de intervalos (Sz -So - Sl)

Como aeb e[a,b], satisfazem So . Teremos para ambos ¢ = ¢, ev =v, . Como a

satisfaz Sz e b satisfaz 81 , teremos ainda:

a=Vvy+4/p'(eo)
b=v,—/P ()

como a<b

a=V, +/P'(0,) <Vy—+/P'(@,)=b = p'(p,) <O

que é falso.
Construindo as tnicas sequéncias possiveis de intervalos, para que

tenhamos solug¢do continua, teremos:

1- S0-51-5-S:-S,
2- S0-S:-S,
3- So—Sz—So
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S[] Sl SU

==
& Sk
- =
S[] S;'_ SD
=
) o
- ==
So S1 So Sy So
==

& a b &

Todas as sequéncias possiveis de intervalos

Os valores de ¢ e v sdo constantes quando a solugao é do tipo So.ParaSie$;, eles

tem que satisfazer as equagdes diferenciais ordinarias (3.3), e conseqiientemente os
respectivos invariantes de Riemann.

Analisando a seqiiéncia (So -Si- So) podemos facilmente calcular & e &; ,

pois :
SL=VL—/P(¢) e &r=Vg —/P'(9r)

Podemos ainda determinar ¢ ev entre & e &y resolvendo a equagdo diferencial
ordindria (3.3) , com a condicdo inicial ¢ =¢, ev =v  em &, . Este problema ja tera
solucdo bem definida independente dos valores ¢ = ¢; e v =vg em &, e tais valores
s6 serdo satisfeitos por coincidéncia. O mesmo ocorre para seqiiéncia ( So-5,-S, )-
Tais casos dificilmente ocorrerdo, e na prética teremos apenas a solucgao do tipo

(So Si-S,-5 - So). Para esta sequiéncia de intervalos, podemos encontrar

¢ e &g pois:
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S =V A pP'(p) e &r=Vg +4 P'(¢r)
Entre &, e &, ,p =9, eV =v, sdo constantes, e seus valores estdo relacionados por :
§1=V* — p'((D*) e §2=V* +4/ pl((p*)
Para resolvermos o problema de Riemann, temos ainda de encontrar ¢, e v, .
Como & e ¢, estdao no segundo (S 1) e no quarto( Sz) intervalos ambos estaréo

sujeitos as equacdes diferenciais / invariantes de Riemann correspondentes aos seus

intervalos:
® Ox ;
£d¢) =V, -v, e
o %
z (3.4)
£d¢=vR—v*
Jo. P

gue resolvendo as integrais vira um sistema de equacdes algébricas em ¢, e v, com
uma unica solucdo. Assim teremos uma solucdo continua para o problema de
Riemann no eixo & Para gque esta solucdo seja coerente, precisamos ainda que:
S <8< &<ép
Sabemos que:
&=V, —P(@) < V. +4P'(p) =&,
portanto basta conferir as desigualdades :
SL<& e &<&q (3.5)

Caso alguma das desigualdades (3.5) ndo seja satisfeita, teremos de

encontrar uma solucdo descontinua para o problema de Riemann. Tal solucdo tera

de satisfazer os principios fisicos da equa¢do do momento linear e da conservacéo de

massa, ou seja, as condi¢des de salto (2.14).
Iremos tratar de agora em diante, do caso p:czgo , discutido no nosso

modelo mecénico do capitulo anterior. Teremos que:
.2 N
p'=c® e | +—dp=clnp+cte
®

No caso continuo, teremos que as integrais (3.4) viram:
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vV, -V, =c|n[¢*] e
P

(3.6)
Vg =V, =c|n(%]
(8
Resolvendo o sistema, encontraremos:
5
Q. =\lppp € %
V, +V, C (3.7)
v, = LTR F A
2 2 O

Podemos agora verificar as condi¢Bes para existéncia de uma solucdo continua

através das desigualdades (3.5):

{§L<§l =V, -C<V,—C = V <V, (3.8)

E,<Er =V, +C<Vg+C = V, <V,

substituindo o valor de v,da equacéo (3.7)

V +Vg C
vL<LR+In[¢L]<VR =
2 o

Vi=Ve Cln[%]<vR —Vu
2 O 2

@

gue é a desigualdade que deve ser atendida para se garantir a existéncia de solugao

que implica:

c <Vgk -V, (3.9)

continua.

Teremos também desigualdades para a fracéo de fluido ¢ :

V, <V, = V -V, =c|n[¢*]<0 = P
O P
analogamente para ¢ teremos entéo:
P> € >0, (3.10)

Na Literatura classica estas solugfes que encontramos associadas a S;eS, :

sdo chamadas de rarefagfes, nome que surgiu na dindmica de gases. O nome

também tem justificativa fisica no nosso problema, visto que a fracdo de fluido
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encontrada (¢,) é menor que as fragdes de fluido iniciais (¢_e ¢g). Na solugao
continua, iremos nos referir as rarefagbes associadas a 81 e Sz ,por rarefacdo-1 e

rarefacao-2.

Supondo que alguma ou ambas as desigualdades em (3.10) ndo sejam
satisfeitas, teremos que buscar uma solucdo descontinua para o problema de
Riemann.

Analisando inicialmente o caso

0. >0 e o>, (3.11)
encontrariamos que o segundo intervalo ndo existe, visto que o ponto final do

intervalo seria menor que o inicial (& > &, e £,<&; ). Nao ha problema em relagao
ao quarto intervalo; continua valendo S; . Buscaremos uma solucao sem o segundo

intervalo, e teremos uma descontinuidade/choque entre o primeiro e o “terceiro”

intervalo, no ponto que chamaremos de &;. Iremos nos referir a este caso como

choque-1 rarefagdo-2, e teremos de usar as condigdes de salto (2.14) em¢; .

So So Ss So
&y > &r

{choque)

Seqiiéncia de intervalos para choque-1 / rarefacao-2

Recalculando os pontos da reta &, através de um novo sistema constituido

por (2.14) e (3.6):

£og Va0V _Coroi-CPp —pvi
1 1
P =P PN =PV

Vg —V, =c|n[%j
2z

Apesar da descontinuidade ser em &, o valor de &, terd de ser recalculado,

(3.12)

porém as desigualdades (3.11) se mantém, visto que as curvas de choque e de

rarefacdo tem contato C* no espaco de estados (¢, V).
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Simplificando a primeira equacgédo do sistema (3.12), obtemos:

(QD* _(DL)

\ PP

nos conduz a resultados que satisfaz a desigualdade

V,=V, *C

(‘P* _Q’L)

A\ PP

(3.9) (calculo consiste em substituir v, da solucdo acima, em (3.6)), portanto a

A solugéo v,=v, +cC

solucédo seria do tipo rarefacdo-1/rarefacdo-2 , e ndo haveria descontinuidade, que é

falso. A Unica solucdo valida seria :

(e -o)
V,=V —Cf—"
Voo (3.13)
V, =Vg —cln(%]
P
onde concluimos que :
V,<Vgp € V,<V_ (3.14)

O sistema (3.13) pode ser resolvido, determinando os valores de v, e ¢,.
Manipulando algebricamente as inequacdes (3.11) e as relac¢des (3.13), chegaremos
em uma condicdo suficiente para a existéncia de uma solucdo do tipo choque-

1/rarefacéo-2 :

cln(%} vL—vR<cM (3.15)
Pr VPRPL

Uma analise analoga para os casos ¢, > @, € ¢, > ¢ (rarefacdo-1/choque-2)
e ¢, > € ¢,>@g (choque-1/choque-2) nos forneceréo:

e Rarefagdo-1/choque-2

V.=V +C In((pLj
?s

((0* _§0R)

\PPr

V,>Vg € V, >V,

V,=Vg+C

condicgOes suficientes para existéncia de solucéo:



CLR ) <Vg—V, < cln[(oLJ

VPrRPL Pr

e Choque-1/choque-2

condicdo suficiente:

((PR _‘PL)

\VPRrPL

c <V, —Vg

Condicdes para as 4 possibilidades de solucdo para o problema de Riemann

se entdo a solugéo € do tipo

(48
Dr

/wi - /ﬂ >Vg =V, Choque-1/choque-2
28 Dr
c /(LR — /& <Vp -V <C In& Rarefacédo-1/choque-2
AKX PR | Pr
—c /(LR - /ﬂ <Vk -V, <—C In Choque-1/rarefagéo-2
Vo Pr | Pr

Vg -V, >cCln Rarefacdo-1/rarefa¢io-2

—C

57
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4 A TRANSICAO INSATURADO - SATURADO

Devido a incompressibilidade do liquido e a rigidez da matriz porosa, o

problema resolvido no capitulo anterior:

20, o) _,
ot ox

o(pv) , @ 2\ _
T+67(p+¢v )—O

juntamente com a condicéo inicial:

v ara x<0
(¢,V)={(¢L )P emt=0

(@r,Vg )para x>0
s6 tem sentido fisico se a restricdo ¢ < ¢ for satisfeita em toda parte, para qualquer
instante de tempo. Seu significado é que o poro ndo pode comportar mais liquido do
gue cabe nele. Dos quatro tipos de solugdo possiveis para o problema hiperbélico
sob investigacdo, 3 satisfazem essa restricdo fisico/geométrica, lembrando que as
condigdes iniciais sobre a fragdo de fluido (¢, e ¢g) serdo sempre menores que a
porosidade ¢, isto é:
Q<& € pg<é
Quando a solucéo for do tipo:
e Rarefacdo-1/Rarefagdo-2, o estado intermediario sera tal que
0, <@Q <& € @, <@g <& (solugdo continua).
e Choque-1/Rarefacdo-2, o estado intermediério sera tal que
(0 <@, < Or <é&.
e Rarefacdo-1/Choque-2, o estado intermediério seré tal que
Pr <o, < (0 <é&.
Em todos os casos citados acima, fica assegurada a desigualdade ¢ <¢ em
toda parte. O Unico caso em que ndo podemos garantir que ¢ < ¢, é o caso Choque-

1/Choque-2, pois teremos:

PL<P €& Pg <P,
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que ndo limita ¢, superiormente. Uma solu¢do em que ¢, > ¢, ndo é fisicamente
aceitavel. Além disso, quando a fragdo de fluido tiver o mesmo valor da porosidade,
a pressdo nao serd mais uma funcdo da fracédo de fluido.

O modelo mecéanico tratado no capitulo anterior, ndo se aplica a partir do
instante que houver saturacdo (¢, = ¢ ). Apesar disto, mesmo num contexto onde héa
descontinuidade, as equag¢bes do momento linear e da conservacdo de massa,
continuam validas, em outras palavras, valem as condi¢8es de salto (2.14) , porém,
n&do poderemos usar a relacéo constitutiva para pressdo (p = c%p, ), ja que a partir da

saturacdo, a fracdo de fluido ir4 se manter constante. Substituindo ¢, = ¢ nas

condicOes de salto (2.14), obtemos:

2 2 2
eV~ EVL —QVL + P, —Cp

§1=
E—Q EV, — @V,
2 2, 2
§ _(ORVR — &V, _(pRVR —&v, +C Or — p*
= =
Pr—¢ PrVR — &V,

gue é um sistema de 2 equagBes em 2 incognitas: v, e p,. Efetuando algumas

simplificacOes, ficamos com:

(V. ~V,)% = (p. —czcoL)(l—lJ
()

(V. ~Vo)? = (p. —c%)[l—l]
g €

Apesar de cada equacdo do sistema fornecer 2 valores para v,, somente um sera

admitido, por motivos ja discutidos no capitulo anterior (condi¢des de entropia),

1 1
V.=V, _\/(p* _C2€DL)(_J
O €
1 1
SO e %1
P €

A seguir, mostraremos algumas simula¢cbes onde podemos comparar a solucgéo

portanto

obtida com e sem a restrigdo geométrica ¢ < ¢ . Estaremos simulando o caso choque-

1/choque-2 com a fracdo de fluido a esquerda igual a direita (¢, =¢g) € com
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velocidades de aproximagado simétricas (v, = Vg ). Teremos resultados para fracao
de fluido (¢, ), pressao (p,) e velocidade de propagacao (s). Observe que S ndo é a
velocidade do componente liquido apds o choque, e sim a velocidade da onda de
choque. Mostraremos também a discrepancia percentual entre os resultados com e

(com) — (sem)

sem restricao
(sem)

J, chamando a atengdo que os resultados onde ¢ > ¢

ndo tem sentido fisico.

Em outras palavras “com restricio” e “sem restricdo” ndo sdo apenas uma
questdo de opgdo de simulagdo. Sdo dois contextos: o primeiro sempre tem sentido
fisico, enquanto o segundo representa um problema meramente matematico (e bem

mais simples).



DADOS INICIAIS

SEM RESTRICAO

COM RESTRICAO

DISCREPANCIAS

_ _ ~ Velocidade
P =Pr VL==Vgr P S P. D+ S P. Pressao propagacio
0,20 0,05 0,21 0,975 0,21 0,21 0,975 0,21 0,00% 0,00%
0,20 0,20 0,244 0,905 0,244 0,244 0,905 0,244 0,00% 0,00%
0,32 0,45 0,50 0,80 0,50 0,50 0,80 0,50 0,00% 0,00%
0,32 0,80 0,698 0,677 0,698 0,60 0,914 0,759 8,70% 35,04%
0,32 1,25 1,042 0,554 1,042 0,60 1,429 1,391 33,57% 157,75%
0,44 1,80 2,218 0,445 2,218 0,60 4,95 5,786 160,83% 1011,45%
0,44 3,20 5,349 0,287 5,349 0,60 8,80 17,336 224,07% 2968,38%
0,56 4,05 10,275 0,233 10,275 0,60 56,70 138,341 1246,40% | 24187,18%
0,56 5,00 15,099 0,193 15,099 0,60 70,00 210,560 1294,51% | 36248,05%
0,56 6,05 21,603 0,161 21,603 0,60 84,70 308,021 1325,83% | 52507,17%




o, =0, =044
v, =—v, =180
=006

p - constrained

p -unconstramed

ot

Lo
e
=%

o

=t
e
e

Error when the constraint 1s disregarded
speed of propagation — 1011%

pressure —161%
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

A contribuicdo principal deste trabalho foi a descricdo do processo de
saturagdo num meio porosos rigido, levando em conta as restricdes geométricas
impostas pela incompressibilidade do liquido e pela rigidez do meio poroso.

Tais restri¢Oes, oriundas da realidade fisica, vinham sendo sistematicamente
desconsiderada em trabalhos anteriores onde, muitas vezes, a quantidade de liquido
presente numa regido superava o maximo admissivel.

As consequéncias da ndo imposicdo de limites para a quantidade de liquido
nos poros era, além da aberracéo fisica, a obtencdo de pressdes muito abaixo das
reais e de velocidades de propagacdo muito menores do que as fisicamente realistas.
Dessa forma, diversos processos eram simulados longe da sua realidade fisica. Por
exemplo, sem 0 uso da restri¢cdo, dificilmente poderiamos prever a fratura de um
meio poroso.

O uso da restricdo deu origem a uma nova classe de problemas de Riemann,
cuja solucgéo era desconhecida. Uma das contribuicGes desse trabalho foi apresentar a
solucdo exata para um problema de Riemann com uma variavel sujeita a uma
restricdo (um limite) fisico. Certamente outros surgiréo...

De maneira nenhuma esse trabalho é considerado uma solucao definitiva
para o processo de transicdo insaturado-saturado. Ele é um ponto de partida. Mas,
antes de tudo, é uma prova de que podemos nos aproximar muito mais da realidade
fisica e um bom motivo para que ndo aceitemos resultados provenientes de situacdes
virtuais, convenientemente manipuladas.

Este trabalho tem vérias continuacdes naturais como, por exemplo, a
simulacdo de problemas com condigdes iniciais quaisquer e/ou 0 emprego de novas
relagbes constitutivas para a presséo.

Além disso, levando em conta os efeitos da transi¢cdo insaturado-saturado
aqui descritos, € intencdo do autor simular o processo de propagacdo de poluentes

e/ou contaminantes em contextos onde haja transi¢do insaturado-saturado.
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O uso de aproximantes de Riemann também faz parte do espectro de

trabalhos futuros pretendidos pelo autor.
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APENDICE A - Continuidade da Densidade

Diremos que a densidade em um ponto P vale p, sempre que:

dado &> 0, existe § > 0 tal que

se AcB(P,0) :>\I\;I((:))—p<e
onde B(P, é) corresponde a bola de centro P e raio 6, M(A) massae V (A) volume
limitados por A, uma regido Jordan-mensuravel. Vale entdo :
Proposigédo :

Se p esté definida em um aberto A em R®, entdo p é continua em A

Seja x €A ;dado ¢> 0, existe 6 >0 com B(x,0)c A, tal que se Rc B(x,0) entéo

M(R)

V(R) <g¢/2

- p(X)

se y €B(x,0) existe 5,>0 tal que R =B(y,5,) c A :>V((§)) -py)<e

se tomarmos R =B(x,0)NB(y,d,) , sabemos que R € aberto (intersecéo de abertos) e

ndo vazia pois y pertence a R e como R esta contido emB(x,5) e B(y,d;) temos::

M(R)

M(R)
V(R)

vR) P

-p(y)<e =|p(x)-p(y)<e

que vale para qualquer y € B(x,0), portanto p é continuo em qualquer x A, ou seja,

p é continuo em A.
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APENDICE B - A Substituicdo & = x/t em Leis de Conservagéo

As equac0es diferenciais parciais do tipo:

ou off(w) _ (B.1)
ot OX

sdo chamadas de leis de conservagdo em analogia a alguns sistemas fisicos. A
substituicdo £ = x/t surge quando buscamos uma solucéo continua para (B.1) comt
>0 e condigéo inicial :

U se x<O0
comU, =U,

u(x,O):{

U, se x>0

A condicéo inicial possui uma descontinuidade em (0 , 0). Iremos procurar

uma soluc¢ao continua em :
R ={(xt)eR*[t=0 e (xt)#(0,0)|

ou seja, a Unica descontinuidade estara na origem. Reescrevendo (B.1):

a—u+f'
ot

(u)a—u =(f'(u),)+Vu =0 (B.2)
OX

Analisando as curvas de nivel u = cte, teremos que f'(u)=C também sera

constante, e por (B.2):
Vu+(C21)=0

Como a curva de nivel é sempre perpendicular a Vu, o vetor (C,l)seré
sempre paralelo a sua reta tangente, ou seja; a curva de nivel serd uma reta. Sabemos
gue curvas de nivel para diferentes valores de u, ndo podem se interceptar, nem
interceptar os semi-eixos x > 0 e X < 0, pois u vale U_ e U, (respectivamente) nos
semi-eixos. Uma forma de ndo ocorrer esta intercessdo, seria tomar retas paralelas ao
eixo x , porém tal solucdo ndo seria continua em t = 0, pois u ndo pode tender
simultaneamente para U, e U,. A Gnica forma de ndo haver descontinuidade em R
seria se todas as curvas de nivel (retas) se interceptarem na origem, ja que a origem

(0,0) ndo pertence aR . Sendo assim, as curvas de nivel serdo as retas da forma :

x=¢t
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portanto os pontos onde u é constante correspondem aos pontos em que &= x/t logo

u é funcdo de &=x/t .
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APENDICE C - O Esquema de Glimm

James Glimm introduziu o Método de Escolha Aleatdéria como uma prova
construtiva da existéncia de solugdes para uma classe de sistemas de leis de
conservagdo hiperbdlicos nao lineares. A teoria deste método tem como base o
estudo das iteragdes de ondas elementares na solucdo do problema de Riemann, cuja
formulagdo matematica apresenta uma forte base termodinamica - representada pela
condicdo de entropia.

O Método de Glimm é uma técnica semianalitica para tratar solugdes
descontinuas de sistemas hiperbdlicos de leis de conservagdo, no qual solucgdes
aproximadas sdo representadas por fungdes constantes por partes.

Chorin modificou o método original e o transformou em uma ferramenta
computacional para a solugdo numérica de leis de conservacdo hiperbdlicas
homogéneas. Colella propds um procedimento mais preciso e investigou uma
extensdo do esquema de Glimm a sistemas bidimensionais usando o método de
particao do operador.

Entre as principais caracteristicas do método de Glimm estdo a sua
capacidade de ndo dissipar o choque, preservando assim, a sua magnitude e posicao,
além do baixo custo computacional se comparado a outros métodos de aproximagao
de problemas ndo lineares como o método de elementos finitos associado a uma
técnica de captura de choques, por exemplo. Além disto, quando o comprimento dos
passos tomados em relacdo a varidvel espacial tende a zero, a aproximagado obtida
tende a solugdo exata do problema, considerando, neste caso, a sua solugao fraca.

No entanto, tal método apresenta uma inconveniente desvantagem uma vez
que sua implementacdo, na simulacdo de problemas de valor inicial, requer o
conhecimento prévio da solucdo completa do problema de Riemann associado a
sistemas hiperbolicos.

Em esséncia, o método consiste em um procedimento numérico que utiliza a
solucdo do problema de Riemann associado na geragdo de solugdes aproximadas de

equagdes hiperbdlicas, sujeitas a condig¢des iniciais arbitrdrias. Os problemas de
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Riemann sao problemas de valor inicial cuja condicdo inicial é, necessariamente, uma
funcao degrau. Como o esquema de Glimm constréi a solu¢do para um problema de
valor inicial a partir da solu¢do de um certo ntmero pré-determinado de problemas

de Riemann associados, para marchar no tempo de um instante t =t ,a um instante
t,., =1, + At, a condigao inicial arbitraria deve ser aproximada por fungdes constantes

por partes.
A fim de evitar uma interacdo direta entre choques referentes a dois
problemas de Riemann consecutivos, o avanco de tempo At deve ser escolhido de tal
forma a satisfazer a condicdo de Courant-Friedrichs-Lewy , assegurando, desta
forma, a unicidade da solugao, ou seja,
AX
22

max

At=t -t <

n+1

(C.1)

onde M\maxé a velocidade méaxima de propagacdo, em valor absoluto, da

descontinuidade considerando todos os problemas de Riemann no tempot, , ou seja,

a norma do valor maximo dos autovalores do sistema.

O método de Glimm permite, assim, a construgdo de uma solugdo para
problemas de valor inicial - conhecidos como sistemas hiperbdlicos ndo lineares
sujeitos a valores iniciais arbitrarios - através da solucao de um certo namero de
problemas de Riemann associados. A condicdo inicial arbitraria, dada por uma
funcdo da posicdo x é aproximada por fungdes constantes por partes, conhecidas
como funcdes degrau. Em seguida, um problema de Riemann - um problema de
valor inicial cuja condicdo inicial é necessariamente uma funcdo degrau - deve ser
resolvido para cada dois passos consecutivos.

Desta forma, o objetivo deste método é unir de forma apropriada a solucdo
de tantos problemas de Riemann quantos forem necessarios para evoluir de forma

sucessiva de um tempot =t, para um tempo t_ , =t +At.

Este procedimento pode ser facilmente compreendido através da ilustracdo

de um degrau genérico em um plano X x t, mostrado na Figura abaixo.
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£ X

X JI .3 X J'_",r X J__]' X JI X J--_]' X j"'} X

llustracdo de um passo genérico no esquema de Glimm.

A Figura acima ilustra a evolugdo de um instante de tempo t, para um

instante subsequente t,,,, mostrando que a solucdo obtida no tempo t,,, ndo € mais

n+11

uma funcéo degrau e, assim, uma nova escolha aleatéria de 6, , apos cada passo de

tempo, é requerida, a fim de construir a condicéo inicial para o proximo instante que

deve ser constante por partes. Aqui 6, € um numero escolhido aleatoriamente no
) 1 1 ]
intervalo |-—,+—-| e Ax é o tamanho de cada passo (AX = X;,; — X; ).

2 2

Uma aproximacdo inicial para os campos F, G e H no tempo t ., denotada

n+1!

como F én+1 e H ¢ obtida pela aplicacdo do método de Glimm ao problema

n+l’ int1?

homogéneo associado, definido pelo seguinte sistema de equacdes:

oF 0G
-t — =
ot or
G 0(G* .
ot ar(F Pl )j (€2
M, o GH)O 1m
ot or\ F
com
F=F (x) em t=t,
G=G,(x) em t=t, (C.3)
H=H_(x) em t=t,

Como o sistema homogéneo associado as equagdes (C.2) pode estar sujeito a

um conjunto qualquer de dados arbitrarios, é construida uma solugdo para este
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problema de valor inicial, aproximando os dados iniciais por fungdes constantes por
partes - as fungdes degrau, com degraus de mesma largura.

Antes de empregar o esquema de Glimm para a resolucao das equagdes (C.2)
-(C.3), a solugdo (ou aproximagdo) do problema de Riemann associado deve ser
conhecida.

Como (C.2) pode estar sujeita a quaisquer dados iniciais arbitrarios é
conveniente representa-los como:

F(x,0)=Fy(x)
G(x,0)=G,(x) (C4)
H, (x,0) =H,_ (x)

Assim, (C.2) e (C.4) caracterizam um problema de valor inicial. A
implementacdo do esquema de Glimm requer a aproximagao das condic¢des iniciais
(C.4) por funcdes degrau que, para o problema considerado neste trabalho, serdo
consideradas func¢des com larguras iguais a dos passos.

O primeiro procedimento para empregar este esquema é aproximar os dados

iniciais (no tempo t,) pelas fungdes constantes por partes apresentadas a seguir:

F

Q

R (%)

2 A A
Fnj =Fn(xj+0nAx) para xj—7x<x<xj+—x

Il
@

2 AX AX
G =G,(x) ~G, =Gn(xj +9nAx) para X == <X <X+ (C.5)

Hzﬁin(x)zH. =I:|in(xj+0nAx) para xJ.—AZX<x<xJ.+A2X

Inj
onde, como mencionado anteriormente, 6, é um nimero escolhido aleatoriamente

1 1
no intervalo }—2,+2[ e AX é o tamanho de cada passo (Ax=X;,—X;). Tal

procedimento é ilustrado pela aproximagdo mostrada na Figura:
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AX AX

Construcdo de uma distribuicdo constante por partes para uma funcéo F

As aproximacdes mostradas na equagédo (C.5) para os dados iniciais geram,
para cada dois degraus consecutivos, um problema de valor inicial conhecido como
problema de Riemann, associado as equacgfes (C.2)-(C.3) desde que algumas
condicdes sejam verificadas. Primeiro, o sistema deve ser hiperbdlico e genuinamente
ndo linear. A fim de garantir essa hipdtese, a primeira derivada da pressdo em

relacdo a massa especifica, p', deve ser positiva. Além disto, o problema de Riemann

representa um tipo especial de problema de valor inicial definido, neste caso, como:

oF G _,

ot or

oG o(G?

ot ar(F p( )J (C.6)
ot or\ F

com

(F,G,H):(Fn,,Gn,,H. ) para t=t_, —oo<x<x.+&
j it Inj J 2 (C7)
para t=t

n

(F.GH)=(F, G

AX
i nj+l,Hinj+l X; +7 <X <00
Seja IEnj ,énj e I:Iinj a solucdo generalizada das equagdes (C.6) - (C.7). Entéo, a

aproximacao para a solucéo das equacdes (C.2) - (C.3) no tempo t ., € dada por:



76

F=F.(X)~ Ifnj (X t,)  para x; <x<X,
G=G,.(x)~ Gy (X thg)  para x; <x<x, (C.8)
H=H, (X)~H (X t.,) para X <x<X,,

* ]

Apo6s cada avango no tempo, a solucdo obtida ndo mais representa uma
funcd@o degrau. Assim sendo, uma nova escolha aleatéria é necessaria que permita
construir a condicédo inicial na forma de uma func¢éo degrau para realizar a evolucéo

no tempo de um dado instante t, para o proximo instantet_,,, empregando o método

n+1?

de Glimm.

Se a solucdo para um dado instante de tempo t, for conhecida, os dados

iniciais para o proximo degrau, t_,,, sdo aproximados por:

F, =F(x +6,Mxt,) para xJ.—A2X<x<xj+A2X

AX AX
G, =G(xj+t9nAX,tn) para xj—?<x<xj+? (C.9

lin

H, =H,(x,+6,Axt,) para xj—A2X<x<xj+A2X



