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RESUMO

SOBRAL, Rodolfo do LagdSimulacdo do processo de transferéncia de calorlim@ar
conducao-radiacéo por meio de um esquema lineadi&rencas finitas91f. Dissertacao
(Mestrado em Engenharia Mecéanica) — Faculdade dertharia, Universidade do Estado do
Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2014.

Neste trabalho o processo néo linear de transmasaalor conducdo-radiacédo € abordado
num contexto bidimensional plano e simulado cons@de um esquema linear em diferencas
finitas. O problema original é tratado como o lenite uma sequencia de problemas lineares,
do tipo conducao-conveccéo. Este limite, cuja érish € comprovada, € facilmente obtido a
partir de procedimentos basicos, accessiveis ajograbstudante de engenharia, permitindo
assim o emprego de hip6teses mais realistas, j@duee tem o limitante matematico para a
abordagem numérica de uma equacéao diferencialap@igdtica. Neste trabalho foi resolvido

0 problema de conducdo de calor em regime permam@mtuma placa com condi¢cbes de

contorno convectivas e radioativas utilizando-seotiware MatLab, vale ressaltar, que a

mesma metodologia é aplicavel para geometrias coaiplexas

Palavras-chaveéransferéncia de calor ndo linear. Métodos numeribiferencas finitas.



ABSTRACT

SOBRAL, Rodolfo do LagoSimulation of the process of nonlinear heat tranbie
conduction-radiation through a linear scheme intérdifference 91f. Dissertagéo (Mestrado
em Engenharia Mecéanica) — Faculdade de Engenhhmieersidade do Estado do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2014.

In this work the nonlinear conduction-radiation theransfer process is considered under a
plane two dimensional assumption and simulated ®ama of a finite difference linear
scheme. The original problem is regarded as thi (iwhich always exists) of a sequence of
linear problems like the conduction-convection orfagch a limit is reached in an easy way
by means of standard procedures, available for @amgergraduate engineering student,
allowing the employment of more realistic hypotleessnce the mathematical complexities
are not a constraint for simulating the elliptiat@ differential equation. This work solved
the problem of heat conduction in steady state itiond on a plate with convective and
radioactive contour using MatLab software, it igdeveorthy that the same methodology is
applicable to more complex geometries.

Keywords: Non linear heat transfer. Numerical mdthd-inite difference.
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INTRODUCAO

A transferéncia de calor € um fenébmeno de transportontrado em toda parte, vi
gue a natureza jamais se encontra em equilibmai¢ér Em funcéo do efeitda temperatura
local sobre a resposta dos materiais, +-se cada vez mais imperativo que se busque sit
de forma precisa os processos de transmissdo de quat, na sua esséncia, sdo bas
complexos. A transferéncia de calor é um assuntd@omesudado que tem desperta
interesse crescente, devido a vasta aplicacdoamogsrda engenharia, tais como nas a
industrial, eletrbnica e quimica, processos emajuariavel temperatura é a controlada,
usuais. Uma atencdo indevida ao controle ico pode acarretar redugédo da vida util
componentes, aumento de custos de reposicdo eengaat Para equipamentos eletroni
por exemplo, a temperatura € responsavel por quatale dos defeitos apresentados, ¢

mostra a Figura 1.1.

Figura 1.1 — Influénciac taxa de falhas

Umidade Poeira Salinidade
19% 6% 4%

Altitude
2% Choque

// 2%

Temperatura
40%

Vibragdo
27%

Fonte: Adaptado dRAMOS, 1998.

Com o advento e evolugdo da computeque ocorre desde a década de sese 0
aumento consideravelad velocidades de processamentos e capacidadendeemament
das maquinas, tem pragionado ointeresse no desenvolvimento de algoritmos pé
solugéo dos mais diversos problemas de enger Segundo Chapman (2004), o comput
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foi provavelmente a invencdo mais importante dailgeXX, afetando a vida humana de
muitas maneiras.

Um engenheiro ou projetista conta com as seguii@@amentas para analisar ou
desenvolver um projeto: métodos analiticos, métodoméricos e experimentacdo em
laboratério, sendo que os dois primeiros formamlasse dos métodos tedricos, pois
objetivam resolver equacdes que formam o modeleméico (MALISKA, 2004).

As solucdes analiticas devem ser empregadas aeprabl cujas hipoteses nao se
desviem em demasia do fenbmeno fisico real, rassaltsua aplicacdo na validacdo de
modelos numéricos. A simulacdo numérica além deéilidar a resolucdo de problemas
complexos apresenta resultados que reduzem tewysicede projetos (MALISKA, 2004).

Diversos fendmenos fisicos tém sido ao longo da&orws objeto de estudos e
pesquisas. Do ponto de vista matematico, os fen@snéisicos podem ser representados
através de equacOes diferenciais, de acordo cotholei(1994), “as equacles diferenciais
tém uma importadncia muito grande nas aplicacfesndgematica. A indagacdo sobre a
evolucdo de um dado fenbmeno susceptivel de tratanmmeatematico esta ligada, quase
sempre, a uma equacao diferencial. Muitos fenbmenesocorrem na o6ptica, eletricidade,
ondulatéria, magnetismo, mecanica, fluidos, bi@pgi podem ser descritos através de
equacdes diferenciais parciais”. Em Greenberg (198&e: “As formulagbes mateméticas de
problemas em ciéncia e engenharia sdo geralmepmtesentadas por equagdes envolvendo
derivadas de uma ou mais funcdes desconhecidasedaacdes sdo chamadas de equacdes
diferenciais”. Existem dois tipos de equacdes diferais: as equacdes diferenciais ordinarias
(EDO) e equacobes diferencias parciais (EDP).

Entre os muitos processos fisicos que podem seresaptados por equacdes
diferenciais esta o estudo da conducéo de calgrsggeindo Braga (2004), € definido como
processo de troca de energia entre sistemas asghatum mesmo sistema, com gradiente de
temperatura. Podendo ser analisado sem a depeadin¢tempo caracterizando-se assim o
regime permanente, ou com a dependéncia do tenfipinde o regime transiente.

Além da questdo temporal, a complexidade de umlgmab de conducédo de calor
depende também da escolha da geometria e da reatlogparametros envolvidos.

Braga (2004) e Arpaci (1966) descreveram que penalad os processos fisicos
envolvidos na area de transferéncia de calor deveeorrer ao estudo e refinamento das leis
governantes, a modelagem matematica e ao desemeoitd de técnicas computacionais para

o tratamento analitico e numeérico destes problemas.
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Neste trabalho seréd feita uma abordagem da equic@dusdo de calor em regime

permanente, equacao esta descrita por uma equiég@mdal parcial eliptica.
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1. LEIS DA CONSERVACAO

As leis da conservagdo sdo a representacdo dosnAsibasicos da Mecanica. Em
particular, neste trabalho, daremos énfase espmzidkioma da Conservacao da Energia (12
Lei da Termodinamica) o qual dara origem a equatiferencial parcial que governa o
processo de transferéncia de calor em corpos Eghilseguir serdo mostradas as equacgodes de

conservacgao em suas formas globais e locais.

1.1. Equacao da continuidade

Axioma: a quantidade de matéria (massa) associadasadada parte de um corpo
continuo é invariante no tempo.

Em outras palavras, o axioma da conservagao damasde ser representado como:

d

——Mcorpo = 7| pdV =0 (1.1)
dt dat J,,

Onde 2, denota a regidao ocupada pelo corpo continuo (owp@ parte dele) em
questdo no instante de tempochamada de configuragcdo atualMe,rpo representa a
guantidade de matéria contida €m

O teorema do transporte estabelece que:

dj dV—j (Dp+ di )dV 1.2
dtntp _QDtplW (1.2)

t

Onde% representa a derivada material do campo de delesdAssim, considerando

0 axioma da conservacao da massa:

dj dV—j (Dp+ di )dv—o 1.3
dtntp _QDtplW B (13)

t



18

Uma vez que a regiaQ, é arbitraria (pode ser qualquer parte do corpojlegse

concluir que (forma local da equacgéo da continedaata um corpo continuo).

Dp . dbp .
Dt + pdivv = 0 ou % + div(pv) =0 (1.4)

Existe uma maneira mais simples e intuitiva de [#eroa equacéo da continuidade
(equacao que representa a conservacao de massa)sgea considera-se uma regridixa
no espaco e leva-se em conta que: se ndo ha gémaigi@o), entdo “0 que entra menos o
gue sai € igual ao que € acumulado”. Em termos esgiscificos, a taxa de variacdo da massa
contida emR é igual a taxa de entrada de massa menos a tes@idiede massa atraves da
fronteira deR, denotada podR.

Matematicamente, o principio pode ser represerdano:

d
—j pdV = —f pvndS (1.5)
dt Jp dR

Onde o termo a esquerda representa a “taxa dec&arida massa contida eRi,
enguanto que o termo a direita representa a “taxenttada de massa menos a taxa de saida
de massa através @&”. A equacao acima é chamada de “equacao da caddnhel para um
volume de controle fixo” e representa a forma gldbdegral) da equacao da continuidade
para uma regido fixa no espaco. Essa equacéo 6 atiliguando a regido espachalé pre-
definida e ndo se tem dados suficientes para udlgs@mais precisa. No entanto, ha que ser
ressaltado que, nesses casos, nao é asseguradse/acao local da massa.

Para obter a equacdo da continuidade na forma Igagabbtida anteriormente),
reescreve-se a equacao acima com o auxilio donteoda divergéncia e com a comutacao
dos operadores no termo do lado esquerdo (ja gegiao de integracdo € invariante no

tempo). Desta forma:

0 d
L a—/;dV + jR div(pv)dV = jR (a—f + div(w)) av =0 (1.6)

Uma vez que a equacdo acima deve ser verificada qualquer regido fix®, é

necessario que a expressao entre paréntesesesgjadachente nula. Em outras palavras,
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9
a—’; + div(pv) = 0 (1.7

Que é a forma local da equacédo da continuidadea Egsacdo também pode ser

escrita, visto quediv(pv) = pdivv + vgradp, cOmo:

Dp+ divv =0 1.8
Dt pdivv = (1.8)

No sistema cartesiano retangular de coordenaddsyn@a local da equacao da
continuidade é expressa por:

dp 0

d d
E + a (va) + @ (pvy) + & (pvz) =0 (19)

E interessante notar que a equacdo da continuittidebtida sem que fossem
empregados “paralelepipedos elementares” e, tarmopqualquer sistema de coordenadas.

Voltando a equacéo da continuidade, escreve-se que,

— | pdV = —f div(pv)dV (1.10)
R R

Assim, para uma pequena vizinhanda;(pv) representa a taxa de “saida-entrada” de
massa (nessa vizinhanga). Em outras palavras,argéinte esta associado a ideia de fluxo

de/para uma regido, através de sua fronteira.

1.2. Equacao da quantidade de movimento linear

O primeiro axioma de Euler estabelece que a taxavalacdo (no tempo,
evidentemente) da quantidade de movimento linearume corpo, relativamente a um

referencial fixo, é igual & soma das forcas exteagando sobre esse corpo.
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A quantidade de movimento linear (momentum) assl@ce& um corpo que ocupa a
regidof2;, no instante, € dada pela integral do produtn sobre a regia@;. Assim sendo, o

primeiro axioma de Euler pode ser expresso como:

d
PT: pvdV = Fgypprricie + Fcorro = Z Fexrernas (1.11)
0¢
Ou ainda,
d
—j pvdV = j tds + f pgdv (1.12)
dat J,, 30, Q2

Levando em consideragao a relagao entre o vetsédem o tensor tensao de Cauchy,

tem-se:

d
_j p'VdV = Z FEXTERNAS = j TndS + j png (113)
dt Q¢ 00t 0

t

O teorema do transporte estabelece que:

d D(pv)

— dv = di dav 1.14

z), » . | ( L2+ (o) wv) (114)
ou seja,

d Dv Dp

— = —+v— di )dV 1.15

dtjﬂtpvdV jﬂt<th+th+vp ivv ( )

Levando em conta a equacédo da continuidade nasua focal,

d dV—f DY v 116
ac ), PV =), P (1.16)
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Assim, a equacao da quantidade de movimento |pede ser expressa como:

Dv
f p—dv =f TndS+f pgdv (1.17)
-Qt Dt a.Qt 'Qt

Empregando o teorema da divergéncia, reescrevegeagao acima como:

Dv
f p—dV = divTdV +f pgdV (1.18)
o, Dt 0 0
t t t

Uma vez que a regid@, (configuracdo atual do corpo) € arbitraria, poelesncluir

que (forma local da equacéo da quantidade de mownti@eear para um corpo continuo):

Dv ov
PO = divT + pg ou ainda p (E + [gradv]v) = divT + pg (1.19)
Salientando-se que a derivada materiab @ea aceleracao.

Portanto no sistema cartesiano retangular de coadds, a forma local da equacédo da

quantidade de movimento linear € dada por:

[0V, 0V, 0V, OVy] 00y 0Ty, 0Ty,

p _¥+Ux o + v, 3y + v, 5 ]— I + 3y + Fp + pgx (1.20a)
v dv dv av 0t do. Jt
Y Y y v _ Ztyx yy yz

'D_at + v, I + v, 3y + v, az] I + 3y + P + pgy (1.20b)
[0v, av, av, 0v,] 0T, 0T, 00,

p 5t + v, I + v, 3y + v, az] = + 3y + Fp + pgx (1.20c)

1.3. Equacao da energia

A equacdo da energia para um corpo continuo, tanto@mecida por primeira lei da
termodinamica, consiste num axioma que estabeleseagtaxa de variagcdo da quantidade de
energia de um corpo (cinética + interna) é igutdxa de realizacdo de trabalho mecanico

sobre este corpo (poténcia mecanica das forcasdaismbre 0 corpo) mais a taxa de energia



22

transmitida na forma de calor (calor transmitida poidade de tempo pela fronteira +
geracao interna de calor).

O principio acima é representado matematicamemte po

d j 1
— | p [u +—vv] dV = (Tn)vdS +J-
dt o 2 00,

0

—qnd5+f gdv  (1.21)

0

pgvdV + j

Onde:

f(,mt(Tn)vdS — Poténcia mecéanica das for¢as de superficie (a)ntat
fntpgvdV — Poténcia mecanica das forcas de corpo;
fant —qndS — Fluxo de calor cruzando (entrando) a fronteiraaigo;

fnt qdV — Taxa de geracéo interna de calor (energia).

A guantidadeq representa o vetor fluxo de calor (por unidadetedepo e area),
enquanto que a quantidadaepresenta a taxa de geracdo de calor (por uniadempo e
volume). Por exemplo, quando uma corrente elétiucatravés de um condutay,é positivo
e, na média, igual ao produto da diferenca de pitepela corrente dividido pelo respectivo
volume de material condutor.

O sinal negativo na pendultima integral da equagéima aparece para que essa
integral represente o fluxo que entra e ndo o gue s

Reescrevendo a equacgdo da energia, com o auxilemdema do transporte:

fnt {% [” (u+ %””)] +p(u+ %vv) divv} qv =

(Tn)vdS + f

02

—qnd5+f qdVv (1.22)

02

pgvdV + f

00, 0.0,

Uma vez que
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i P (4 +370)] o (w4 3o
T A plu+5vv)divy

- (2 i) (s 0] o 1)
=\7¢ pdivv | |{u zvv P\ Zvv (1.23)

E que (equacédo da continuidade):

Dp+ divv =0 1.24
Dt pdivv = (1.24)

Tem-se:

D 1
J- {p—<u+—vv>} dv = j (Tn)vd5+j pgvdV +] —qnd5+j qdV (1.25)
-Qt Dt 2 aﬂt n aﬂf 'Qf

t

A simetria do tensor tenséo e do teorema da digergéermite escrever que:

(Tn)vdS — j qnds = (Tv)ndS
6.(2t a-Qt aﬂt
—f qndS =f div(Tv)dV—f divqdV (1.26)
00, 0 0t

Assim, a equacao da energia fica:

[ fRfertm)or-

div(Tv)dV+f pgvdV — diquV+j qdV (1.27)

¢ 0 ¢ ¢

Como a regiad?, (configuracéo atual do corpo) é arbitraria, corstu(forma local

da equacao da energia para um corpo continuo):

D 1
P D¢ (u + Evv) = div(Tv) + pgv — divq + ¢ (1.28)
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Uma vez que

div(Tv) = div(T)v + Tgradv (1.29)
e

D (1 ) _ Dv 130

pe\2"%) =D’ (1.30)

Pode-se escrever que:

Du Dv ] ] )
Pof + POV = (divT)v + Tgradv + pgv — divq + q (1.31)

Levando-se em conta que (equacao da quantidadevdmento linear):

Dv ]
pE = divT + pg (1.32)

A forma local da equacéo da energia se reduz a:

Du
PoE = Tgradv — divq + q (1.33)

A simetria do tensor tensédo e a definicdo de ddaivaaterial permite reescrever a

equacao local da energia como:

ou
p (E + graduv) = —divq+TD + q (1.34)

OndeD é a parte simétrica do gradiente de velocidades.
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1.4. Desigualdade de Clausius-Duhem

A segunda lei da termodinamica estabelece que aadaxgeracdo de entropia num
corpo é sempre maior, ou igual, ao fluxo de en&rqy@ra esse corpo. Essa desigualdade é

representada matematicamente por:

d f 1 g
— | psav > —f — gndS + f —dv (1.35)

(ondes é a entropia especifical'@ a temperatura absoluta). Sua forma local é ohtida
partir do teorema do transporte, combinado comuagip da continuidade e com o teorema

da divergéncia, sendo dada por (desigualdade dsiG&Duhem):

Ds A
,DE > —div (T) + T (1.36)
Para um volume de controle fiX®, a segunda lei da termodinédmica para pode ser

escrita da seguinte forma:

d 1
—j psdV +J- ps(vn)dS > —j =qndS +] ng (1.37)
dt Jp dR ar T rR T

Maiores detalhes quanto a obtencdo das equacoestem-se na referéncia Slattery
(1981).
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2. TRANSFERENCIA DE CALOR

Energia pode atravessar a fronteira de um corpduds formas distintas: calor e
trabalho. Sempre que houver um gradiente de temuparam um determinado sistema ou
sempre que houver uma diferenca de temperatura sigiemas, havera transferéncia de
energia através de suas fronteiras. Esse procesdoamsporte de energia devido a um
gradiente de temperatura é chamado de transferéacalor (KREITH, 2011)

Fluxo de calor ndo pode ser medido diretamente, talasonceito tem significado
fisico porque € relacionado através de uma qualgidsscalar mensuravel denominada
temperatura (OZISIK, 1993).

O calor € uma forma de energia, a temperatura énuedigda utilizada para determinar
a quantidade de calor em um determinado corpogfa 8 grau de agitacdo das moléculas
desse corpo. A transmissdo de calor se da de upo @@m maior quantidade de energia
(calor), para um corpo com menor quantidade degeneQuanto mais energia um corpo
recebe, mais suas moléculas se agitam, ou seja,Suaitemperatura aumenta. Tal processo
valida criteriosamente a lei zero da termodinamita, esta, facilmente constatada
empiricamente através da criacdo de um pequenemgistermodindmico constituido de
materiais ndo necessariamente distintos, a difsaeimperaturas, constatando-se que apos
certo tempo tal sistema tende a um em equilibrioit®.

A literatura de transmissdo do calor geralmenteotdenrés modos distintos de
transmissdo do calor: conducéo, radiacdo e conve®igorosamente falando, somente a
conducao e a radiacao deveriam ser classificadas guocessos de transferéncia de calor,
porque somente esses dois mecanismos dependemtsataezxisténcia de um gradiente de
temperatura. A Ultima dos trés, a conveccao, n&det®e a rigor a definicdo de transferéncia
de calor, porgue sua operacdo também depende rdipdrée mecanico de massa. Contudo,
desde que a conveccdo também realize transferéa@aergia através das regides de maior
para as de menor temperatura, o termo "transfer@eccalor por convecc¢ao" pode ser aceito
(KREITH, 2011).

Portanto, distingue-se entre difusdo de calor emosorigidos estacionarios, que é
chamada de conducéo e a difusdo de calor em mowgrdercorpos deformaveis, chamada de
conveccao (ARPACI, 1966).
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Levando-se em conta tal particularidade do fendntenoconveccéo, verifica-se que o
processo de transferéncia de calor classico € aegfknas por duas leis particulares,
relacionadas cada qual com um modo especificaadsrtrissdo do calor, como mostrado:

Na difusédo, o calor é transferido através de umorpara o outro através de seus
contatos, e se existir distribuicdo n&o uniformetetaperatura em um meio ou entre dois
meios. Em nivel molecular, o mecanismo de difus&iséalizado como a troca de energia
cinética entre moléculas em regides de altas eabademperaturas. Particularmente, esta
relacionado com o impacto elastico das moléculasggases, ou com o movimento de elétrons
livres dos metais e/ou com as oscilacbes atomicassélido eletricamente carregado
(ARPACI, 1966).

Ja a verdadeira natureza da radiacdo e seus muocarnie transporte ainda nao foram
completamente entendidos até os dias de hoje. Mdéaseus efeitos podem ser descritos em
ternos de ondas eletromagnéticas, e outros em settenmecanica quantica, embora nenhuma
teoria expliqgue todas as observagfes experimerdaisacordo com a teoria da onda, por
exemplo durante a emissdo da radiacdo, um corpeedencontinuamente parte de sua
energia interna em ondas eletromagnéticas, ou eejagutra forma de energia. Tais ondas
percorrem através do espaco com baixa velocid&deotitir com outro corpo, onde parte de
sua energia é absorvida e convertida novamentenergia interna (ARPACI, 1966).

2.1. Conducéao

A conducado € o modo de transferéncia de calor eamaduoca de energia decorre de
corpos sélidos ou fluidos em repouso (OZISIK, 1993)

De acordo com Carron e Guimardes (2003), “quarsipaaticulas de um solido
vibram, elas transmitem energia para as particifshas”. Quando algumas moléculas de
um corpo comecam a se agitar, adquirem certa deldei em seu deslocamento; devido a
esse deslocamento, colidem com moléculas vizinti@nsferem parte de sua energia cinética
para as que estdo paradas. Estas, por sua vezgaronaese deslocar, e repetem 0 processo
descrito. Essa transferéncia de energia entre #&cuoh@s € chamada de fluxo de calor por
conducao.

A lei basica que fornece uma relacédo entre fluxealer e gradiente de temperatura,

baseada em observacdes experimentais realizadadigieb e matematico francés Joseph
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Fourier, supondo um sdlido isotropico e homogéaetemonstrada pela equacéo (2.1). Desde
que o vetor fluxo de calog(r,t) aponte na direcdo do decréscimo de temperatunaab s
negativo € inserido na equacdo (2.1) para tornfluxm de calor uma grandeza positiva
(OZISIK, 1993):

q(r,t) = —kVT(r,t) (2.1)

Onde k = k (T), sendok o tensor condutividade térmica, simétrico e pesiti
definido. No caso de materiais isotropicos, casodeslo neste trabalhd, = k1, ek € um
escalar positivo.

Em coordenadas retangulares a equacéao (2.1) éadenmdr:

( 0= ikl T T 2.2
15y 2t) =1 0x lay 0z 22)

Ondei, j e k sdo vetores unitarios direcionais ao longo dgsevas direcdes X, y e

z. Assim, as trés componentes do vetor fluxo dercels direcdes X, y e z Sao:

T T T -
CIx_ ax Qy_ ay qZ_ aZ (')

Depois de abordada a lei de Fourier e tendo coree ha equacbes da continuidade,
conservacdo de energia e quantidade de movimemeyjiamente demonstradas neste
trabalho, tem-se para um volume de contlble

Taxa de calor atravessando [Taxa de geracGéo ] _ [Taxa de acUmulo (2.4)

o contorno da superficieV de energiaemV | | de energiaemV

A taxa de calor atravessando o contornoleénrepresentada pela equacéo (2.5), onde
A é a area superficial do elemento de volma € o vetor unitario normal apontando para o
exterior do elemento de arédd, utilizando o teorema da divergéncia de Green pamnaerter

a integral de superficie em integral de volumeébse:
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Taxa de calor atravessando| _

o contorno da superficieV | — _L q.ndA = _J; V.qdv (2.5)

Os outros dois termos contidos na equacao do mldagEnergia sao representados

por:

Taxa de geraGéo de energiaemV = f q(r,t)dv (2.6)
v

) , oT(r, t)
Taxa de acimulo de energiaemV = f pC

dv (2.7)
. ot

Substituindo as equacdes (2.5), (2.6) e (2.7) negp (2.4), temos a equacao do

balanco de energia definida como:

f [—\7. q(r,t) +q(@r,t) — pC aTg;, 2 dv =0 (2.8)
14

Derivando a equacéao (2.8) para um pequeno elendentolumel/ dentro do solido,
ressalta-se que o elemento de volumeeve ser escolhido o menor possivel para que se
remova a integral, portanto obtemos a equacéoedifal que descreve a conducgao de calor

em um solido isotropico, homogéneo com geracaonatee calof(r,t) (ARPACI, 1966):

aT(r,t)
ot

Vlig(r,t)] + q(r,t) = pC (2.9)

Ondep € a densidade @ o calor especifico, salientando-se que para nagesolidos
a aproximacad = C, = C, pode ser adotada.

Substituindog(r, t) da equacao (2.1) na equacéao (2.9), obtém a eqddedencial da
conducédo de calor para um solido isotropico, homegé& estacionario com geracao interna

de calor, tal qual:

aT(r,t)
at

V.[KVT(r, )] + 4(r, t) = pC (2.10)
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Assumindo que o termig condutividade térmica seja constante, ou sej@pendente

da posigéo e da temperatura, a equagao (2.10)seo@scrita como:

VT 6) + () = 20D (2.11)
’ kY a Ot

O termo «a, difusividade térmica, € a propriedade do meiosdgificado fisico
associado a velocidade da propagacdo de caloroddotrsélido durante a troca térmica
variando no tempo. Uma maior difusividade térmgaresenta maior propagacao de calor no
meio, a dimensdo desta grandeza é representadac@elorimento? /tempo (OZISIK,
1993).

k
a= p_C = difusividade térmica (2.12)

Para representacéao final da equacgédo diferenciadodducéo de calor, tem que se
definir a principio o sistema de coordenadas, comveemente com o0 problema a ser
resolvido.

Portanto, substituindo a coordena@gt) por (x,y,zt) e utlizando o operador
laplaciano, temos a equacao diferencial da conddgicalor no sistema de coordenadas

retangulares, representada pela equacéo (2.14)NAOI.2010):
Operador diferencial laplaciano,

0%p 0% 0%
7z T 372 o= Vig (2.13)

Substituindo as coordenadas gerais da equacaq (®E® coordenadas retangulares,

obtém:

a<kaT)+a<kaT)+a<kaT)+,_ CaT 214
ax \“ox) Tay\“ay) Taz\"8z) 1T P 5 (2.14)

Para k constante,
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0°T 9T 9T 1. 10T 14
ox2 " ay? 9z k1T qot (2.14b)

Utilizando-se o operador laplaciano:

Fi=—= (2.14¢)

Para representacdo da equacdo diferencial da camdde calor no sistema de
coordenadas cilindrico e esférico, as variaveisepeddentes saqr,®,z) e (r,0,0)

respectivamente, como mostrado nas equacotes €(25)6):

- Coordenadas cilindricas (OZISIK, 1993):

16(k 6T)+16(k6T)+6(k6T>+._ COT 215
ror\ ar) T rzap\"a0) Taz\"a8z) T1T P ¢ (2.153)
Para k constante,

16(6T> 162T+62T+1,_16T o
ror rar r20@?  0z2 kq_aat (2.15b)

- Coordenadas esféricas (OZISIK, 1993):

1 (k 26T>+ 1 d <k ] 08T>+ 1 d (k6T>+._ COT 216
r2or r or r2sin 0 90 S 00 r2sin200Q\ 00 1=p Jt (2.162)

Para k constante,

16(26T>+ 1 6(_ 96T)+ 1 0°T +1._16T 2 16h
r2or r or r2sin0 90 S 20 r2sin26 \ 0@? kq_aat (2.16b)



32

2.1.1. Condutividade térmica

Propriedade fisica relacionada com a habilidadeugueorpo tem de conduzir calor.
Quanto maior o valor dessa propriedade, maiorapaddade que um corpo tem de conduzir
ou absorver calor. Pode ser definida como a enérgresferida sob a forma de calor por
unidade de tempo, através de uma superficie.

Experimentalmente o fluxo de calor é diretamentepprcional a condutividade
térmicak do material. Portanto, na andlise da conducaalde, @ condutividade térmica do
material € uma importante grandeza que controkzaor de fluxo de calor no meio. Existe
uma ampla diferenca de condutividades térmicascdeda com os diferentes materiais na
engenharia. Maiores valores sdo conhecidos pa@sneiros e menores valores para gases e
vapores, ja materiais amorfos e liquidos inorg@ieon condutividade térmica com valores
intermediarios. A figura 2.1 ilustra as faixas dadutividade térmica de diversos materiais,
uma caracteristica importante da condutividade it&rré@ que para metais puros a mesma
varia de maneira inversamente proporcional, jA gmses varia de maneira diretamente
proporcional (OZISIK, 1993).

A figura 2.2 ilustrara a relacéo de alguns metdigas metalicas com suas respectivas
temperaturas de operagdo. Os métodos experimentiicados para determinagdo das
condutividades térmicas sdo muitos e variados, AA\rlE966) denota extensivamente tais

metodologias.



Figura 2.1 — Faixa tipica de condutividade térndiealiferentes materiais

1000 —  Sjlver
Copper
=
. = Sodinm
1an Lg “E"
2 3%
& Steel | & Oxides
= po -
g
:'i Mercusy
o B o
3 et
= H
g &
E [ - é-ﬁ Waler
B N K Fibers
L =
o 20 ., He, HI
BH | A
E§2| 8L =
il Plasiies| Z5 | 3 & cEa
Wood o |- |2ER
Foams co,

Fonte: OZISIK, 1993.

Evacuated

malerialz

insulating

33



34

Figura 2.2 — Variacdo da condutividade térmica egiemperatura para elementos e ligas metalicas
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Fonte: KREITH, 2011.

2.2. Conveccéao

Transferéncia de calor por conveccdo, ou simple@naonveccao, € o estudo do
processo de transporte de calor realizado por fledluidos. A palavra conveccédo tem
origem no latim do verboonvect-areque significa trazer junto ou carregar para aldugar.
Conveccéao de calor tem crescido no estudo da eiélesiido a necessidade do entendimento
e predicdo do comportamento do fluido ao atuar ctoaoregador” de energia e matéria
(BEJAN, 2013).
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De acordo com 0 que provoca O transporte mecanicondssa, a convecgdo é
classificada em natural ou for¢ada.

A conveccdo natural € um processo de transportendegia térmica resultante do
movimento do fluido induzido pelo empuxo. Em canasrticais, 0 empuxo atua
exclusivamente no sentido de induzir o movimentzadente do fluido no interior do canal,
a partir da entrada desenvolvem-se camadas limitese cada superficie. Em canais, cujas
placas estdo bastante afastadas, camadas limitegeimdentes desenvolvem-se sobre cada
superficie e as caracteristicas do escoamentoiag@oxse daquelas de uma placa num meio
infinito. Quando as placas estdo bastante proxiamsamadas limites em desenvolvimento
sobre cada superficie encontram-se, podendo dgenora um escoamento completamente
desenvolvido para casos onde o canal € suficiemteniengo. Caso o canal seja inclinado,
além de uma componente da forca e empuxo paraleda@amento, aparecera também uma
componente perpendicular, e as caracteristicas stoamento podem ser fortemente
influenciadas pelo aparecimento de efeitos tridsiearais (INCROPERA, 1988).

A principal diferenca entre conveccao natural edda € que nesta a velocidade média
superficial € imposta por uma forga externa e sepoota conforme acao de tal forca, ja na
conveccao natural o comportamento do fluido depetmalistancia superficial, ou seja,
variagcéo da viscosidade e densidade local (KREPTHY).

Neste trabalho a conveccéo sera considerada aparaafns de condi¢do de contorno
dos problemas abordados. A Lei de Newton do Resémdo representa o fluxo de calor

transferido por conveccgéao natural pela equacéo

q=h(T-T,) (2.17)

Historicamente a equacéo (2.17) foi escrita porieguguem introduziu o conceito de
coeficiente de transferéncia de calor representadhb, ele enfatizou a diferenca fundamental
entre h e k. Porém, Newton havia publicado, a cerca de 100 amss, um ensaio
demonstrando que medidas da razdo de temperatarasde(dT/dt) em um corpo imerso
num fluido de maneira proporcional a diferenca elageraturaT — T,,), ou seja, Newton
observou que poderia escreveéT/dt = b(T —T,,)), em que o coeficientd (assumido
constante) era descrito pela ratdg que €, o coeficiente de transferéncia de caladido

pelo calor especifico do corpo imerso.
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Os conceitos do coeficiente de transferéncia der cal calor especifico eram
desconhecidos nos tempos de Newton sendo enunaap@osis por Fourier. Experimentos
com liquidos foram realizados por Count Rumfordg€poo nome conveccédo so6 foi dado so
nos tempos de Prout. Afinal, a descoberta e o estacconveccéo se deu ho mesmo tempo da
conducédo e o criador de ambos foi Fourier, quenbémmescreveu a primeira equacao da
energia para fluxos convectivos (BEJAN, 2013).

2.2.1. Interac&o conveccao natural e radiacao

Um dos primeiros estudos nesta area foi realizamoQarpenter et al. (1976), onde
foram considerados os mecanismos combinados dsfdréncia de calor por conveccéo
natural e radiacdo num canal vertical assimetricéene@quecido formado por paredes
uniformemente aquecidas. Foram investigadas sisagde aquecimento simétrico e
assimétrico. As perdas tornavam-se mais importaueso aumento do espagcamento entre as
placas, fazendo com que temperaturas maximas n&ofosaem verificadas na saida, e sim
no centro da parede. Verificou-se também que ademyra maxima na parede pode ser
reduzida em até 40% devido a transferéncia de galoradiacdo de uma superficie para a
superficie oposta.

Sparrow et al. (1980) investigaram numericamentgéeiacao entre convecgao natural
e radiacdo em um canal vertical formado por umadgaisotérmica e outra isolada. Foram
obtidas solu¢cdes numeéricas para a transferéncigatte no canal considerando e nao
considerando a presenca da radiacdo. Eles vesificague a radiacdo tende a aumentar a
temperatura da parede adiabdtica, transformanden@a rsuperficie termicamente ativa e
aumentado em ate 70% as taxas de transferénceaade c

Dehghan & Behnia (1996) investigaram numericamestenecanismos combinados
de transferéncia de calor por conveccédo naturaldwgio e radiacdo em uma cavidade
bidimensional retangular com paredes adiabatidastano topo e aquecida por uma fonte de
calor discreta localizada no centro de uma dasipariaterais.

Eles notaram que a inclusdo da radiacdo afetouifisaivamente o perfil do
escoamento e o campo de temperaturas, principarpard valores elevados de emissividade
da superficie da parede. Verificou-se também queeato da transferéncia de calor por

radiacéo foi compensado pelo enfraguecimento dam&mo de conveccao, resultando num
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aumento desprezivel da temperatura méxima da foémica e do coeficiente de
transferéncia de calor total, ao contrario de efedrificado na configuracdo analisada por
Sparrow et al. (1980). Entretanto, conclui-se qoe weterminacdo precisa dos campos de
velocidade e temperatura € fortemente dependentendiasdo da radiacdo no modelo

numeérico.

2.3. Radiacao

Antes de comecar a descricdo da radiacdo, fazesss@io uma breve revisdo acerca
de alguns conceitos apropriados. Do ponto de d&steletromagnética, transferéncia de calor
por radiacdo, tal como ondas de radio, raios casnietc., sdo energias em forma de onda
eletromagnética diferenciando-se somente no comeptinda onda proveniente de cada
radiacdo. Quando energia radiante colide com arficipe uma fracdo desta é absorvida
outra fracaa, é refletida e o restanteé transmitido (ARPACI, 1980).

Assim,

a+b+c=1 (2.18)

Onde a,b,c sao respectivamente, absortancia, reflectancia tearssmitancia da

superficie. A equacgédo (2.18) se reduz a

a+b=1 (2.19)

Para corpos continuos opacos, cuja 0, ou seja, a transmitancia € nula. Ja para

corpos transparentés- 0, a equacao (2.18) € expressa por:

atc=1 (2.20)

A superficie que absorve toda a radiagdo incidsobee si (a=1) a uma temperatura

especifica emitindo o maximo possivel de radiacahamado de corpo negro (ARPACI,
1980).
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A emissividade da superficie é definida como
€ =— (2.21)

Ondeq e g sao os fluxos de calor radiantes superficiaisv@aa superficie de um
corpo qualquer e através da superficie do corpmpnegspectivamente, a mesma temperatura,
assim & = 1 para uma superficie negra (ARPACI, 1980).

A equacao apresentada a seguir foi definida expat@mente supondo condicdes
permanentes e na presenca de um continuo ndo etlesgrou da presenca de vacuo, tal
equacéao é denominada Lei da radiacéo de Stefamnianiin (ARPACI, 1980):

iz = 0212 (7114 - T24) (2.22)

Onde o é a constante de Stefan-BoItzmanrflgé um fator dependente tanto da

emissividade quanto da posi¢éo relativa das supesfidefinido por:
1 1 1 A1
_—=(——1)+_—+—<——1> (2.23)

OndeF;, € o fator de vista geométrico,

- AZ - A1F122
F,, = 2.24
1274, + A, — 2A,F, (2.24)

Fisicamentdr,, representa a fracdo da radiacéo total na supeAficijue intercepta a
superficied,. Esse fator torna-se unitario para uma supertdjicgentre em contato com outra
superficie ou para placas paralelas onde as pdedesdiacdo sdo negligenciadas em todo o
comprimento.

Como a superficie isolada aproxima-se de zEg,— F,,, a configuracéo abaixo,
figura 2.3, denota o experimento realizado por &@teé posteriormente comprovado

termodinamicamente por Boltzmann.
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Figura 2.3— Hipotese de Stephan

Meio sem
absorvidade

Isolante

Fonte: ARPACI, 1980.

A transferéncia de calor por radiacdo ndo envoleslodamento de massa ou
particulas. A energia térmica pode ser utilizada garar luz e, sendo luz, se propaga através
de ondas eletromagnéticas, que carregam energia &pazes de se mover de um local para
outro sem necessidade de um meio material para woexemplo disso, € como o sol
transmite calor para a Terra, as ondas de radsg@oopagam no vacuo. Pois, de acordo com
Carron e Guimaraes (2003), “pessoas proximas a fogzeira sdo “atingidas” por uma
guantidade de energia, transmitida por meio deoatidromagnéticas”.

Diferentemente da conducgéo, onde a quantidade lde dipende da temperatura do
meio em que se propaga, a radiacdo de calor, aotene, em si, totalmente independente da
temperatura do meio que se propaga. Geralmentadiacéo € um fenbmeno muito mais
complicado do que a conducdo. A razdo para istpye2 o estado da radiacdo num dado
instante e num determinado ponto do meio ndo pedeepresentado, tal como o do fluxo de
calor por conducao, por um simples vetor (quangdaxica orientada). Todos os raios de
calor que, a um dado instante passam pelo mesmto mn meio sdo perfeitamente

independente uns dos outros, e, a fim de especdmapletamente o estado da radiacao, a
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intensidade da radiacdo deve ser conhecida em thoages que passam pelo ponto em
guestdo (PLANCK, 1914).

Planck demonstra a equacdo de Stephan-Boltzmanhzando um sistema
termodinamicamente fechado, como mostrado:

Denotando-se a energia por U, tem-se:
U=V.u (2.25)

u - densidade volumétrica de radiacdo, dependeaapea temperatura T do corpo
negro.

De acordo com a 1° lei da termodinamica,

dU+pdV —Q =0 (2.26)

De acordo com a 2° lei da termodinamica, considieranprocesso reversivel, ou seja,

sem geracao de entropia:

Q
dS— ==0 2.27
- (2:27)
dU + pdV
ds = — 77 (2.28)
T
Toma-se a temperatura T e 0 volume V como variaveis
ds= Lo v 2y 2.29
~ TdT 3T (2.29)
Dai, obtemos
(65) _Vdu 230
T/, TdT (2:30)

(65) _4u 231
ov), 3T (2:31)
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Derivando-se parcialmente estas equagdes, a pairoem respeito a V e a segunda

com respeito a T,

ERY ldu 4 du 4u

aTav ~ TdT _ 3TdT 372 (2.32)
Ou

du _ du (233)

dT T
Integrando a equacéo (2.33), obtém-se a Lei darBBoltzmann:

u = oT? (2.39)
E para energia radiante total:

U=oT%V (2.35)

Esta lei, que afirma que a densidade de voluméenteasidade especifica de radiacao
do corpo negro sdo proporcionais a quarta potéteci@mperatura absoluta, foi estabelecida
pela primeira vez por J. Stefan em uma base decoesglibastante complicada, porém mais
tarde, foi deduzida por Boltzmann.

A lei de Stefan-Boltzmann da radiacao pode seratlh para uma definicdo absoluta

de temperatura independente de todas as substancias
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3. MODELO MATEMATICO

Uma equacao diferencial € uma equacdo que contéa funtdo desconhecida e
algumas de suas derivadas. Através das equacOeendifiis podemos determinar o
comportamento futuro de problemas fisicos impoesntom base na variacdo dos valores
presentes.

As equacdes diferenciais sdo classificadas quanto:

- tipo;

- ordem;

- linearidade.

Quanto ao tipo, as equacOes diferenciais sdo dasdiem: equacdes diferenciais
ordinérias (EDO) e equacdes diferenciais parciBBR). A equacdo diferencial ordinaria
depende apenas de uma variavel independente, édverafgenas derivadas simples, como

mostrado na equacao (3.1):

dy d?y dmy
Flxy— —,..,—1]=0 3.1
<x Y dx’ dx? dxm G

Ja as equacdes diferenciais parciais, envolvem deisma variavel independente.
Neste caso, as equagOes envolvem as derivadasipattei uma funcdo de duas ou mais
variaveis.

Quanto a ordem, uma equacao diferencial pode sdr,dde 2° , ..... , de n-ésima
ordem, dependendo da derivada de maior ordem peasarequacao.

Quanto a linearidade, uma equacédo diferencial matdinear ou ndo linear. Uma
equacao diferencial é linear se ela for linear macdo desconhecida e em todas suas
derivadas, com coeficientes dependendo apenasadi@veis independentes (CHAPRA &
CANALE, 2008).
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3.1. Equacdes diferenciais parciais de segunda ordem

As equacdes diferenciais parciais sdo de grandertamzia na engenharia, pois sao
amplamente aplicadas na resolugédo de problemas, geonoexemplo, na distribuicdo de
temperatura em uma placa aquecida ou na determirdgdnfiltracdo de agua sob uma
barragem, ou na determinacédo do campo elétricont@mle um condutor. De forma geral, as

equacdes diferenciais parciais lineares de segonaigan tém a seguinte representacao:

A62u+Bazu+C62u+Dau+Eau+F =G(x,y) 3.2
0x? 0x0y dy? dx oy i 84 3.2

Onde A, B, C, D, E, F e G sao funcbes de x e y.nQoaos coeficientes de A ... G sdo
constantes tem-se uma equacao diferencial par@alsejunda ordem de coeficientes
constantes.

As equacdes diferenciais parciais lineares de relgwrdem com coeficientes
constantes sao classificadas em trés grupos: espiaglipticas, equacdes parabolicas e
equacoes hiperbdlicas. Essa classificagdo € baseadatodo das caracteristicas, e € Util,
pois relaciona problemas de engenharia e suas#éécde solucdo (CHAPRA & CANALE,
2008).

Segundo Franco (2007) as equacbes parabodlicasadéquadas para modelar
problemas de difusdo, enquanto que as equac¢Od¢isadigdo adequadas para problemas de
equilibrio, j& as equacdes hiperbdlicas para proasede conveccao.

Dependendo dos valores dos coeficientes dos tedaosegunda ordem (A,B,C)
classificamos as equacdes parciais lineares dendagudem com coeficientes constantes da
seguinte forma.

Se A= B? — 4AC, for igual a zero, entdo a equacdo é parabdlioa.eRemplo, a

equacéao de conducéo de calor,

ou  ,0%u 33
ot~ ¢ oxz 3:3)
SeA= B? — 4AC, for maior que zero entdo a equacdo é hiperbd@oa.exemplo, a

equacéao da onda,
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0°u _10%u 34
0x2 2 Ot? 34
E seA= B% — 4AC, for menor que zero a equagao é eliptica. Por pikera equacéo

de Laplace,

0°u  0%u B

922 + Eeh 0 (3.5)
Situagbes onde haja nao linearidade em processosadsmissao de calor por
conducdo sao comuns, o termo condutividade depended ou termo geracao interna de
calor sendo funcao néo linear de T causam talgpdatidade (PATANKAR, 1980).
O problema proposto adota uma geometria bidimeakmym condutividade térmica
e geracao interna de calor constantes, condigcbesrderno ndo homogéneas e néo lineares
que sdo embutidas na variavel beta (ndo linedgdaica de resolucdo de problemas aborda

a solucéo de EDP's.

62T+62T+q_ 0<x<L 0<y<lL 3.6
o Tk em X x € y N (3.6)
oT
—k—=yT-p para x =1L, (3.7a)
0x
aT
k—=yT-p para x=0 (3.7b)
0x
oT
—k—=yT-p para y=1L, (3.70)
dy
o _ T =0 (3.7d)
ay ¥ B para y= -

A equacédo (3.8) apresenta a variavel beta e &addi para inserir os termos de

contorno convectivos e radioativos, e varia dedgeoom as condicdes de contorno da placa:
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B=yT - (oITI’PT —c+h(T-T,)) (3.8)

Para metodologia de verificacdo e validacdo dor#iigo, utilizar-se-a a regra do

trapézio como ferramenta de aproximacao de integrai

Ci a)] (3.9)

b
fa Fdx = [ Gea) + FOo)] [
A resolucdo numérica de equacdes diferenciais mtpender de modo bastante
intenso das condicbes de contorno. Considerandesasondi¢cdes de contorno usuais para
equacOes diferenciais, tem-se as condi¢cdes de QR SCHULZ, 2012):
v" Dirichlet: um valor especifico da variavel deperntdaenhfornecido no contorno;
v Neumann: um valor especifico para a derivada deéwelrdependente (ou
gradiente) € fornecido no contorno;
v' Cauchy (ou Robin): uma combinacdo linear dos daimegiros tipos é
fornecida no contorno.
O problema proposto na sua originalidade possudicén de contorno do tipo Robin,
porém a metodologia proposta simplifica sobre nrareiconvergéncia da solucdo, impondo
uma condicdo de contorno do tipo Neumann, sem lgéa fisica, mas sim como uma

ferramenta matematica eficaz.
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4.  METODO DE DISCRETIZACAO

Fletcher (2013) afirma que técnicas computaciorestio mais proximas das
experimentais do que as teoricas. Tanto que, atiméné comum encontrarmos a expressao
"experimentos numéricos”, em referéncia as simelage um mesmo fendbmeno realizadas

com diferentes parametros. A figura 4.1 denota tododogia de resolucdo numérica:

Figura 4.1 —Algoritmo basico para resolucéo de lgrobs

Modelagem  proplema

matematica

E l

ie]

o

£ ~

S Equacoes . o Sistema de

Y governantes— Discretizagg0 ——» equacdes

=1

< l

‘ . Andlise eN Solupao Res?lugao fjag
interpretacao aproximada equacOes algébricas

Fonte:Adaptado de FORTUNA, 2012.

Para tratar o modelo computacionalmente, é nedtességressar de forma adequada
as equacoes e a regido continua R, ou dominiouenelgs sdo validas. Como ndo podemos
obter solugbes numeéricas sobre uma regido contélavédo aos infinitos pontos da mesma,
faz-se necessario discretizar o dominio, ou s@aido em pontos. Somente nestes pontos é
que as solucbes serdo obtidas, e ao conjunto dusspdiscretos da-se o nome de malha
(FORTUNA, 2012).

A distribuicdo adequada dos pontos no dominio @dorental para se obter uma
solucdo numérica representativa do fendmeno moalel&gdn seguida, os termos que
aparecem escritos em funcédo dos valores das irtaSgam pontos discretos adjacentes. O
resultado € um conjunto de equacdes algébricaalngemte lineares, que podem ou n&o estar
acopladas. Tal etapa introduz as condi¢cdes de efrantdo problema, normalmente
modificando-se apropriadamente as equacdes pataspparto das fronteiras, as condi¢oes
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da fronteira, juntamente as condi¢cbes iniciais, pagpriedades fisicas do fluido e os
parametros do escoamento especificam o problemateatado (FORTUNA, 2012).

A figura 4.2 representa uma malha bidimensionaloumie, onde o espacamento da
malha é igual para cada intervalo e é represemgadax = Ay = h, sendoh uma variagao
finita positiva. Qualquer pontfx;, y;) fica representado na malha {orj) e os vizinhos a

esses pontos vem representadog {iar, j £ 1).

Figura 4.2 — Malha discretizada

e
L
N
L
]
L

i-1,] ij ™l

L
L]
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Fonte:Adaptado de RAMOS, 1998.

4.1. Diferencas finitas

Sperandio et al. (2003) descreve o método dasedifas finitas como uma técnica
para a obtencéo da solucdo numeérica de uma eqddedencial parcial, em que substitui as
derivadas continuas (e condi¢Ges de fronteirairi@ais) pelas formulas das diferencas que
envolvem somente valores discretos associados amgdes da malha. Em toda solugéo
numérica a equacgdao diferencial parcial € subsétpa uma aproximacédo discreta, ou seja, a
solucdo numeérica é conhecida somente para um ndimémde pontos no dominio fisico,
engquanto que a solucéo analitica deve satisfagquacéo diferencial parcial em cada ponto
da regido. A aproximacgédo discreta resulta em unjuotm de equacfes algébricas que séo
calculadas para valores discretos desconhecidos.
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O método das diferencas finitas (MDF) nada mai® &ue reescrever as equacdes
diferenciais de forma que as derivadas sejam tosnagta intervalos finitos e né&o
infinitesimais.

Supondo corpo isotropico e convexo, 0 método dasetticas finitas é obtido através

do truncamento da série de Taylor, como most@IdSIK, 1993):

OF _ . Flxo+4x,yy) — F(xo,%)

a N Ach—>0 Ax (41)
Para condicao progressiva, tem-se:
, h* h® .,
f+th)=f)+rf )+ f () +5f () (4.2)
Ou,
df h*d? h3 d3 h™d"
Para condicdo regressiva:
, h* h®
f=—h=f)-hf )+ f () -5 f ) (4.4)
Ou,
df h%*d? h3 d3 h™dn
f(x—h):f(X)—hd—£+§d—3£—§d—x/;+"‘+(—1)nmd—x]:+"' (45)
Truncando-se as equacoes (4.3) e (4.5) e depomsmyas, obtém:
2df=f(x+h)—f(x)+f(x)—f(x—h) (4.6)

dx Ax Ax
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Analisando-se a funcéip no espaco unidimensional tem-se para a primenaata,
as diferencas finitas progressivas, regressivasn&rats como mostram as equagodes (4.7),
(4.8) e (4.9), respectivameneZISIK, 1993):

df fa+h) =)

dx h (.7)
af _fG)—flx—h)

== : (4.8)
af _fle+h) —flx—h (4.9)

dx 2h

Analisando-se a fun¢ah n espaco unidimensional tem-se para a segundzadear
(OZISIK, 1993):

d’f  f(x)+ f(x+2h) —2f(x +h)

er 2 (4.10)
d’f  f(x—2h)+ f(x) —2f(x — h)

“r G (4.11)
d*f fx—h)+f(x+h) —2f(x) (4.12)

dx? h?2

Fortuna (2000) faz a descricdo dos esquemas citgoneéoquando é utilizado o
resultado de uma solugcéo num instante anterioonéexida para calcular a solugdo posterior
desejada, 0 esquema de discretizacao é dito dmplici

A resolucdo de problemas de conducédo de calor pétodo de diferengas finitas
resulta em sistemas de equacdes algébricas, geend®r resolvidos por métodos diretos ou
iterativos. Fortuna (2000) e Ozisik (1984) descmevas vantagens e desvantagens da

utilizacdo de cada método.



50

5. MODELO NUMERICO

A andlise numérica de um problema propicia inforeacuteis para o projeto e uma
interessante visdo dos processos fisicos, alémndquecer informagBes experimentais,
suprindo detalhes que podem ser dificeis ou mesipossiveis de se fazer a medicéo.

Ela pode ser feita com um custo e um tempo muferior em relacdo ao requerido
para um teste experimental correspondente. Engqusorttente umas poucas quantidades
podem ser convenientemente medidas em um estuderieptal normal, a solugao
numeérica fornece detalhes completos da distribuliggocomponentes de velocidade, presséao,
temperatura, entre outros parametros, desde que&rs@ um modelo que represente
adequadamente os fendbmenos envolvidos.

Por outro lado, é importante validar os resultadosiéricos por comparagdo com
dados experimentais representativos. Analises noasépodem ser usadas para suplementar
e enriquecer uma investigacao experimental redozanquantidade de testes experimentais
através de uma otimizacao de um dado projeto erpatal.

As equacdes diferenciais parciais representadasotelo matematico serdo agora
substituidas por um sistema de equactes algéluiea®tizadas pelo método das diferencas
finitas previamente demonstrado. Vale ressaltar tpie equacdes foram anteriormente
representadas, supondo tanto para o coeficienteoddutividade térmica, quanto para o
termo de geragcdo interna de calor valores constarfiais equacles algébricas serédo
compiladas juntamente com o software MatLab.

A resolucédo da malha numeérica, definida pelo tamalds espacamentos, determina o
quao bem os perfis das propriedades fisicas descmias sdo capturadas pela simulacdo
numeérica. Por isso é muito importante o processesgelha da malha para tratamento de
todo e qualquer problema numérico e para que $etama boa acuidade dos resultados
obtidos.

5.1. Erros Numéricos

Embora seja sempre feito um grande esforco paobtse a solugdo "exata" de um
problema, isso raramente acontece, devido as @zeesrte erros que podem aparecer em cada
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passo da formulacdo e solugdo de problemas. A ertudestas incertezas e 0S erros
introduzidos na parte numérica computacional s&orgrados facilmente na literatura, como
em Rice (1983).

A importancia de se analisar detalhadamente astézes dos resultados numéricos é
nos dias de hoje enfatizada pela maioria dos livéosicos. A maior parte dos trabalhos
referentes a simulacdo numérica indica quanto ac&ol depende do tamanho da malha
computacional que esta sendo utilizada. Assim,strilollicio ndo uniforme das linhas da
malha tem que ser feita cuidadosamente para quenseptidos resultados numéricos
precisos. Portanto, devem ser feitos testes despredos resultados em funcdo da malha
utilizada levantando-se em conta o grau de nd@umiflade no espacamento entre 0s pontos
da malha (RAMOS, 1998).

5.2. Equacdes discretizadas

O problema proposto neste trabalho serd represemad uma malha uniforme,
estruturada e cartesiana, ou seja, uma malha pojo®s estdo uniformemente espacados,
pontos estes com regularidade em seus espacamentos.

Intuitivamente, quanto maior for o nimero de pord@retos, isto €, quanto mais
refinada for a malha, mais fiel ao modelo sera sultado numérico obtido (FORTUNA,
2012).

As equacbes foram discretizadas pelo método dasedifas finitas e explicitadas

analiticamente.

5.2.1. Interior
Substituindo-se as equac0es (4.12) na equacao ¢Btén-se:

T+ Ax,j) + T(i — Ax,j) — 2T (0, ) T(,j+Ay) + T(i,j — Ay) — 2T (0, j) ¢
( N+T( J) =216 TGj+8y) +TGj — Ay) — 2T( J)+gzo(5.1)
Ax? Ay? k

Alterando-se o lado das parcelas que contenhammo T, )),
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T(i+Ax,j)+T(i - Ax,)) + T(i,j+Ay)+T(@0,j—Ay) 4 q _2T(,.J) 4 2T (1))

Ax? Ay? k Ax? Ay? (5:2)

Igualando-se os denominadores,

AY2[T(i + Ax, ) + T — Ax, )] + Ax2[T(, j + Ay) + TP, j — Ay)] + Ax2. Ay?. [%] _

TR, )H[Ay? + Ax?]  (5.3)

Portanto, finalmente isolando-se o teri@]j), temos para equacao representativa da

difusdo de calor interna, a equacao (5.4) comoesegu

T@j) =

AY2[T(i + Ax, ) + T(i — Ax, )] + Ax3[T(0,j + Ay) + T, j — Ay)] + Ax?. ay2. [ ]
2Ay? 4+ 2Ax?

(5.4)

5.2.2. Condicdes de contorno

- Parax=0

Substituindo-se a equacéo (4.7) na equacao (2Btdmn-se:

k[Tarsp = Tapl
Ax

=yT(,j) — B (5.5)

Abrindo a distributiva,
KTy kTap
Ax Ax

=vT(,j) - B (5.6)

Alterando-se o lado das parcelas que contenhammo T, )),
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kT iiq k
(i+1,) — .. -
YR + B =T(,j). [y + Ax] (5.7)

Isolando-se o term@(i,j),

kT 1y + B.Ax
(i+1,)) :8 (5.8)
YAx + k

T@j) =

Portanto, finalmente temos para equacao representid contorno na face (i=1), a
equacéo (5.9) que segue:

kT(Z,]) + ﬂ Ax

T(1,j) = vy (5.9)

-Parax =1L,
Substituindo-se as equacdes (4.8) na equacéo,(8btain-se:

—k[T-‘- _T'—l,'] N
@ J)Ax (i-1)) — YT(l;]) _ B (510)

Abrindo a distributiva,

kT, : kT .
_ran (-1 _ Cy

Alterando-se o lado das parcelas que contenhammo T, )),

kT i_q: k
@i-1) — .. -
YR + B =T(,j). [y + Ax] (5.12)

Isolando-se o term®(i,j),

kT(i—l,j) + ,8 Ax

T(,j) = Ax Tk (5.13)
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Portanto, finalmente temos para equacéo representdd contorno na facéi =

imax), @ €quacao (5.14) que segue:

kT(l -1,7) + ,BAx
T 1) = limar1 5.14
(lmax;]) YAX + k ( )
- Paray=0
Substituindo-se as equacoes (4.7) na equacao (8htén-se:
k[T 1) — Tl .
Ay =YT(@,j) — B (5.15)
Abrindo a distributiva,
kT, : : kT, :
(i,j+1) i) ..
— =vT — 5.16
Ay ay Y i) —B (5.16)
Alterando-se o lado das parcelas que contenhammo i, ),
kT ; k
@i,j+1) ..
— =T . — 5.17
R4 p = TG [y + ] (5.17)
Isolando-se o term®(i,)),
kT vy + B.A
1(;,j) = e * P&y (5.18)

YAy + k

Portanto, finalmente temos para equacéo representid contorno na facg=1), a

equacao (5.19) que segue:

kT(i'z) + ,8 Ay

T(,1) =
1) YAy + k

(5.19)
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-Paray =1,
Substituindo-se as equac0es (4.8) na equacéo,(8btén-se:

—k[Tiijy = T j-n)
Ay

=yT(,j) — B (5.20)

Abrindo a distributiva,

_KTap | KTaj-n
Ay Ay

= yT(i,j) B (5.21)

Alterando-se o lado das parcelas que contenhammo i, )),

M g -1 [ +£] (5.22)
Ay D+ :

Isolando-se o term®(i,j),

kT(i,j—l) + ,8 Ay

TG ==

(5.23)

Portanto, finalmente temos para equacéo representdd contorno na fac€j =

Jmax), @ €quacao (5.24) que segue:

kT(i,jmax_l) + ﬁ Ay
YAy + k

T(i;jmax) = (5.24)

5.3. \Verificacao e validacao

Erros sutis de programacao ou de condi¢cdes deefrariodem fazer uma simulacao

fornecer resultados visualmente plausiveis, masafisente incompativeis com o problema

apresentado (FORTUNA, 2012).
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A etapa de verificacdo determina com que grau alemnmgntacdo do modelo,
representado por equacles, parametros e métododricosnadotados, corresponde a sua
descricdo conceitual, isto €, se o0 modelo estéeteonente implementado. Os resultados
numericos fornecidos pela implementacdo do modato omparados a outras solucdes,
consideradas "de referéncia". Essas solu¢cdes podem analiticas, numéricas ou
experimentais (FORTUNA, 2012).

Ja a etapa de validacao quantifica o grau de remias/idade do modelo em relacéo
ao fendmeno fisico real. Essa analise € normalnreatzada por comparacdes sistematicas
com resultados experimentais, representativos igos tle fendbmenos nos quais se espera
utilizar o simulador (FORTUNA, 2012).

A verificacdo ndo leva em conta o grau de fidele@adtre o modelo e o fenébmeno
fisico real. Ela somente busca determinar se o lmode fenbmeno, sua representacao
matematica e o programa de computador que implengsse modelo, sdo consistentes entre
si. A verificacdo tem o objetivo de estimar a cabilidade do processo de resolucdo do
problema, ou seja, a de avaliar se erros numéestd® interferindo na solucao.

A validacéo fornece evidencias de que o modeloaenitizado é representativo do
fenbmeno fisico, ou seja, que o problema correta eendo resolvido. O processo de
verificagdo é a primeira etapa na avaliacdo dogoodipesar de ser complexo, € mais simples
do que a validacdo, ja que esta deve analisar w dgafidelidade com o qual o modelo
representa as condi¢cdes do mundo real. Portanaidacdo permite avaliar a influencia dos
erros de modelagem na solucéo obtida (FORTUNA, 012

No presente trabalho, tais etapas descritas aawnzenfrealizadas utilizando-se do
recurso numérico denominado regra do trapézio ffingula, recurso este utilizado quando
nao € possivel determinar uma funcdo exata enightué aproximada em determinado trecho
por uma reta.

Tendo-se as condi¢cdes do modelo matematico desabitxo:

div(kgradT) +q =0, Q (5.25)

—kgradTni =yT — f3, 0Q (5.26)

Para o contorno, equacéao (5.26), tem-se:
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_kgradTA =y <T - g) Yo (5.27)
Logo:
B
N 5.28
Y (5.28)

Analisando-se tal proposi¢cdo com o auxilio do Matpade anexo) e utilizando-se os
valores de referéncia, constata-se numericamerte gemperatura tende para algo em torno
de 1075, tal qual previsto analiticamente.

Para o interior, integra-se a equacao (5.25) nerioe,

J- (div(KgradT) + ¢)dV =0 (5.29)
Q

Realizando a distributiva,

kgradTndA +f qdv =0 (5.30)
0Q Q
Substituindo a equacao (5.26) na equacéo (5.30),
f —(YT - p)dA +f qdV =0 (5.31)
0Q Q
Logo, determina-se para processos tridimensionaidigensionais, respectivamente:
| aav=[ or-puaa (5.32)
Q aQ

j‘qu==~f(vT-ﬁ)dx (5.33)
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Utilizando a regra do trapézio (3.9) e comparandora a igualdade (5.33), temos:

- Igualdade (5.33)

[ aaa = [or-pax (5.340)
c‘z-xlé"-;vlﬁy = j(vT — B)dx (5.34b)
q-Ly.Ly = f(vT — Bldx (5.34c¢)

- Regra do trapézio (3.9)

fx)=yT -p (5.35)

f@=yT® - p; (5.36)

fAG+1)=yT(+1)—B i (5.37)
A,

[ Fedx =y lr@ + 76 + D - i - frvr) (538)

As equacdes acima serdo numericamente testadagpeos@das no proximo capitulo.
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6. RESULTADOS DO MODELO

Neste capitulo serdo apresentados e discutidoesdtados obtidos, partindo da
simulagdo numérica modelada e descrita nos capipuéredentes.

O critério de convergéncia foi adotado e definidgdopmodulo da diferenca entre a
solucéo na iteracdo anterior e atual, o maior vddodiferenca entre todos os pontos nodais
deveria ser menor que um erro estimédderancia T = 1.107%). Gama (2000) ressalta que
valores adotados para a variayetdo definidos baseados em critérios de minimoénmoa
admissivel para convergéncia do algoritmo, neatetho adotou-se inicialmente= 1. d2.

A solucédo final para cada caso considerado foidabpartindo-se de uma malha
"grosseira” de onde se obtinha uma solucéo cordeer§ipartir dessa solucao, o gradiente de
temperatura era observado e a malha refinada nowame

A principio verificou-se a disseminacdo das conglcdle contorno adotando-se a
variavel § como uma constante, condicdo semelhante a conde&g&@ontorno de Neumann.
Posteriormente verificou-se a disseminacdo das ig@esl do contorno utilizando-se a
variavel § com e sem simetria geométrica, embutindo assirta negiavel, condigbes de
contorno convectivas e radioativas. Em razao destadologia constatou-se a diferenca na
rapidez na convergéncia, uma reducao brusca noroldedteracoes.

Inicialmente foram feitos teste de malha para aadados casos a serem estudados
numericamente, seguindo os parametros definidoo peabdelo matematico, para
posteriormente serem feitas as analises de veydfica validacdo do software, tal qual citado
nos capitulos precedentes.

A principio serdo utilizadas malhas cujo domi@i@ discretizado utilizando-se 60 nos
em ambas as dire¢or® y (imax=jmax=60),tendo-se uma placa de dimensbgs= L, =
10 e dimenséo entre ndx = Ay = L,/ (imax — 1) = L,/ (jmax — 1).

A seguir demonstram-se trés exemplos cujo donthi® discretizado com algumas

condicOes distintas.
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6.1. Exemplo1l

Neste primeiro exemplo, a caracteristica princgalutilizacdo da variavel beta como

constante, maiores descri¢des a respeito do atgmahcontram-se em anexo.

beta=1.d—-1;
k=1W/mK;
g=1W/m?

y = 1.d2.

Figura 6.1 — Campo de temperatura da placa
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Figura 6.2 — Isotermas
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Comparando-se as equacdes (5.35) e (3.9), vesidica- validade do algoritmo e
comprova-se que o0 problema proposto estd senddvicks0A seguir serdo mostradas
algumas tabelas e graficos que denotam tal prajmsic

A tabela 6.1 apresenta as diferencas relativas gatarminados nds escolhidos
aleatoriamente no contorno da malha, observa-seimjigpendente da face escolhida tais

valores serdo correspondentes, devido a condi¢éal ide simetria.

Tabela 6.1 — Diferencas relativas das temperaturas

Nos 5 15 25 35 45
Erros relativog 0,134358 0,029517 0,007279 0,007333 0,030415

A figura a seguir mostra os erros relativos pardeagperaturas dos nés da malha

discretizada.
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Figura 6.3 — Diferencas relativas da temperaturdugigéio dos nés
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Para erro relativo da malha, utilizando a equagdaahservacdo de energia (vide

anexo) obteve-se Errorel=0,0140. O numero de ibematé a convergéncia foi de 3561.

6.2. Exemplo 2

Neste segundo exemplo, a principal caracteristeaitdlizacdo da variavel beta sendo
atualizada a cada iteracdo em condi¢bes de sinmtridodas as faces da placa, maiores

descricbes a respeito do algoritmo encontram-saresxo.

Bi = ap; — (0l I*Y; — c + h(¥; — T,.))

h =1W/m?K;
k=1W/mK;
T, = 1K;
g=1wW/m?%

sigma = 1;



c=10;
y = 1.d2.

Temperatura (K)

Figura 6.4 — Campo de temperatura da placa
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Figura 6.5 — Isotermas
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A tabela 6.2 apresenta as diferencas relativasdeeaminados nds escolhidos
aleatoriamente no contorno da malha, observa-sendapendente da face escolhida tais

valores serdo correspondentes devido a condigéialide simetria.

Tabela 6.2 — Diferencas relativas das temperaturas

NoOs 5 15 25 35 45
Erros relativog 0,004644 0,001693 4,719e-4 4,721e-40,001696

A figura a seguir mostra as diferencas relativaa pa temperaturas dos nés da malha

discretizada.
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Figura 6.6 — Diferencas relativas da temperaturdugigéio dos nés
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Para erro relativo da malha, utilizando a equagdaahservacdo de energia (vide
anexo) obteve-se Errorel=0,0348. Refinando-se untgaonalha (100x100) observa-se uma
consideravel diminuicdo no erro relativo (ErroreB2D6), porém a um maior custo

computacional. O namero de iteracdes até a conveiggéoi de 3705 para a malha 60x60 e
de 9389 para a malha 100x100.

6.3. Exemplo 3

Neste exemplo 3, a principal caracteristica € bzagéo da variavel beta sendo
atualizada a cada iteracao e o termo fonte varided@ace a face, ou seja, sem condi¢des de

simetria na placa, maiores descri¢coes a respeitdgdoitmo encontram-se em anexo.

Bi = ay; — (ol I*>P; — c(1,)) + h(p; — T,.))
B: = ay; — (al;|*y; — c(imax, j) + h(Y; — T..))



Bi = ap; — (ol P — c(i, D) + h(¥; — T..))

Bi = ay; — (ol I*W; — c(i,jmax) + h(Y; — T.,))
h =1W/m?K;

k = 1W/mK;

T, = 1K;

g=1W/m?

c(i,1) = 10;

c(i,jmax) = 0;
c(1,j) = 50;
c(imax,j) = 100;
y = 1.d2.

Figura 6.7 — Campo de temperatura da placa
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Figura 6.8 — Isotermas
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A tabela 6.3 apresenta as diferencas relativasdeeaminados nds escolhidos

aleatoriamente em cada contorno da malha, obsertad-secessidade devido h& condigéo de

30

nao simetria entre os contornos da superficie.

Tabela 6.3 — Diferencas relativas das temperaturas

As figuras a seguir mostram as diferencas relapaaa as temperaturas dos nos da
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Nos
FACE 5 15 25 35 45
i=1 0,002583 6,753e-4 1,719e-4 2,159%¢-4 7,639%¢-4
I=imax  10,001115 2,579e-4 6,502e-5 8,060e-§ 2,88e-4
=1 0,001261 0,001395 4,438e-4 3,353e-40,001171
j=jmax  |0,0036770,004722 0,001512 0,001105 0,003775

malha discretizada em cada face.

67



Figura 6.9 — Diferencas relativas da temperaturdugeigéio dos nés em cada face
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Para erro relativo da malha, utilizando a equagdacahservacdo de energia (vide
anexo) obteve-se Errorel=0,0248. Refinando-se unt@analha (100x100) observa-se uma
consideravel diminuicdo no erro relativo (ErroreBA14), porém a um maior custo
computacional. O numero de iteracdes até a conveimoi de 3728 para a malha 60x60 e
de 9453 para a malha 100x100.

A seguir serdo demonstrados os graficos relativalguanas iteracdes aleatérias para o
segundo caso onde ha condicdo de simetria utilzaedliferentes valores de gama, afim de
se observar a velocidade de variacdo do termo teetap este dependente de gama. Além da
importancia do valor do termo gama no processamdesrgéncia.

Veja que a seguir serd comprovado que com o teammagnuito grande, o processo
demora pouco mais para convergir, portanto ressali@ importancia ao adotar este termo,

para um menor custo computacional possivel.
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Paray = 1.d2, temos:

Figura 6.10 — Iteracdo 300 Figura 6.11 — Itevat@0
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Figura 6.12 — Iteracdo 500 Figura 6.13 — IteyelZ00
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Figura 6.14 — Iteragcdo 2000 uFég6.15 — lteracdo 3705 (Ultima)
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Paray = 1.d6, temos:

Figura 6.16 — Iteracdo 300
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Figura 6.18 — Iteracdo 500
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Figura 6.17 — Itevatf@0
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Figura 6.19 — IteyelZ00
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Figura 6.20 — Iteracdo 2000
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uFag6.21 — lteracdo 7306 (Ultima)
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CONCLUSAO

No trabalho apresentado utilizou-se o0 método dfasedcas finitas com o objetivo de
analisar o processo de transferéncia de calor em piaca com condicbes de contorno
convectivas e radioativas. Inicialmente foi comaaa a objetividade do método
comparando-se resultados analiticos e numéricosactimalidade de verificar a eficiéncia do
método. Logo apds foram realizados trés exemplosériaos para comprovar a utilidade e
aplicacao de tal metodologia proposta.

Tal estudo, mesmo sendo realizado no ambito bitbioeal tem toda importancia,
pois sua metodologia é aplicavel em qualquer timo gkometria, para a hipotese
bidimensional sdo realizadas simulacgdes refereeprocessos de transferéncia de calor em
placas eletrbnicas, geralmente representadas jpoegmos de transferéncia de calor por
conducdo, conveccdo natural e radiacdo em coordenadrtesianas. Porém o estudo
tridimensional tem vasta aplicagcdo na area industcomo por exemplo, na previsdo do
processo de transferéncia de calor #anes das industrias quimicas e petroliferas que
combinam processo de conducdo de calor, conveapgadh e radiacdo em superficies
cilindricas.

A principal conclusdo deste estudo é que a metgdaoltilizada simplifica a solugcéo
do problema de maneira consideravel, podendo assirtestada e utilizada para problemas
de maiores expressoes.

Em relacéo a trabalhos futuros, podem-se sudgtina estudos:

« Avaliar a influéncia de problemas transienteszaitido a metodologia apresentada;

» Considerar processo de transferéncia de calor eansuperficie tridimensional;

» Resolver o mesmo problema para condutividade térmo constante;

» Utilizar coordenadas cilindricas para simular ocpeso de transferéncia de calor em

flaresindustriais.
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ANEXOS

a) Simulagdo numérica para beta constante

%%% Beta Constante %%%
closeall; clearall; clc; formatshort
%Beta Constante

%Geometria
Lx=10;

Ly=10;

imax=60;

jmax=60;
deltax=Lx/(imax-1);
deltay=Ly/(jmax-1);

%Parametros
q=L1;

k=1,

erroT=1,;
toleranciaT=1.d-6;
gama=1.d2%Menor valor de gama para onde n° iteracdo nétiesa a
beta=1.d-1;
%sigma=1;

%c=1;

%Tamb=1,;

%h=1;

%Condi¢des Iniciais
T=zeros(imax,jmax);
Tn=zeros(imax,jmax);
%beta=zeros(imax,jmax);

n=0; %Contador
while erroT>toleranciaT
for i=2:imax-1
for j=2:jmax-1

%lInterior

T(i,j)=(deltay2*(T (i+1,))+T(i-1,)))..

+deltax 2*(T(i,j+1)+T(i,j-1))..
+(deltax*2*deltay”2*q/k))/(2*deltay"2+2*dw@ix"2);

%Face 1
T(1,))=(k*T(2,j)+beta*deltax)/(gama*deltaky;

%Face 3
T(imax,j)=(k*T(imax-1,j)+beta*deltax)/(gamdeltax+k);

%Face 2
T(i,1)=(k*T(i,2)+beta*deltay)/(gama*delta;

%Face 4
T(i,jmax)=(k*T(i,jmax-1)+beta*deltay)/(gamdeltay+k);
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%beta(i,j)=gama*T(i,j)-(sigma*abs(T(i,j)"3)*T (i.jz-+h*(T(i,j)-Tamb));

end
end

v=max(abs(T-Tn))%Vetor com valores maximos
erroT=max(abs(v)foMaximo valor do vetor
n=n+1%Implemento do contador
Tn=T;%Atualizacdo da matriz

end

%Veértices
T(1,1)=(T(1,2)+T(2,1))/2%Vertice A
T(imax,1)=(T(imax-1,1)+T(imax,2))/2pVértice B
T(imax,jmax)=(T(imax-1,jmax)+T(imax,jmax-1))/2Vértice C
T(1,jmax)=(T(1,jmax-1)+T(2,jmax))/2pVértice D

%%%%% Verificagdo e Validacdo %%%%%

%Testando o Algoritmo

% T -> (beta/gama)

for i=2:imax-1
T1(0)=T(1,i);
T3(i)=T(imax,i);
T2())=T(,1);
T4(i)=T(i,jmax);

end

%Calculando Erro Relativo

for i=2:imax-1
Errorell(i)=abs((T(1,i+1)-T(1,))/T(i+1));
Errorel3(i)=abs((T(imax,i+1)-T(imax,i))/T (imax1));
Errorel2(i)=abs((T(i+1,1)-T(i,1))/T(i+1,1));
Errorel4(i)=abs((T (i+1,jmax)-T (i,jmax))/T (i+rjax));

end

% Testando o Algoritmo utilizando a regra do trapéz
% Equacédo do calor integrada no volume

intl=0;
for i=2:imax-1
intl=intl+(gama*(T(1,i)+T(1,i+1)+T(imax,i)+T (irax,i+1)+T(i,1)+T(i+1,1)+T(i,jmax)+T(i+1,jmax))/2-
2*beta)*(deltay);
end

S=Q*Lx*Ly;

%Calculando Erro Relativo
Errorel=abs((s-intl)/s);

%mesh(T)
%plot(T)

figure(1)

surf(T)

titte(PERFIL DE TEMPERATURA DA PLACA'
xlabel(Largura)

ylabel(Altura)
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zlabel(Temperatura (K)'

figure(2)
contour(T)
%title('Isotermas’)
xlabel(Largura)
ylabel(Altura’)

%C.C CONVECCAO(h(T-T00))

%Face 1
%T(1,))=(k*T(2,j)+h*deltax*T1)/(h*deltax+k);

%Face 3

%T (imax,j)=(k*T (imax-1,j)+h*deltax*T3)/(h*deltax+k)
%Face 2
%T(i,1)=(k*T(i,2)+h*deltay*T2)/(h*deltay+k);

%Face 4

%T (i,jmax)=(k*T(i,jmax-1)+h*deltay*T4)/(h*deltay+k)

%C.C RADIACAO_Newton-Raphson(s=stefan boltzman,ssmémissividade)

%Face 1

%T(1,))=T(1,)) +(T(2,))-T(L,j)-s*emiss*deltax/K*alf3 (1,j)"3)*T(1,))) / (1 +4*emiss*s*deltax/K*abs(T (D 3));
%Face 3

%T (imax,j)=T(imax,j) +(-T(imax,j)+T(imax-1,j)-s*enss*deltax/K*abs(T (imax,j)"3)*T (imax,j)) /
(1+4*emiss*s*deltax/K*abs(T (imax,j)"3));

%Face 2

%T(i,1)=T(i,1) +(T(i,2)-T(i,1)-s*emiss*deltay/K*ak{3 (i,1)"3)*T(i,1)) / (1 +4*s*emiss*deltay/K*abs(T(1)"3));
%Face 4

%T(i,jmax)=T(i,jmax) +(-T(i,jmax)+T(i,jmax-1)-s*enss*deltay/K*abs(T (i,jmax)"3)*T (i,jmax)) /
(1+4*s*emiss*deltay/K*abs(T (i,jmax)"3));



b) Simulagdo numérica para beta no loop simétrico

%%% Beta na lteracao %%%
closeall; clearall; clc; formatshort
%Beta na Iteragao

%Geometria
Lx=10;

Ly=10;

imax=60;

jmax=60;
deltax=Lx/(imax-1);
deltay=Ly/(jmax-1);

%Parametros
q=1;

k=1;

erroT=1;
toleranciaT=1.d-6;
gama=100%Menor valor de gama para n° iteragdo convergir
sigma=1;

c=10;

h=1;

Tamb=1,;
%beta=0;

%Condigdes Iniciais
T=zeros(imax,jmax);
Tn=zeros(imax,jmax);
beta=zeros(imax,jmax);

n=0; %Contador
while erroT>toleranciaT
for i=2:imax-1
for j=2:jmax-1

%lInterior

T(i,j)=(deltay2*(T (i+1,))+T(i-1,)))..

+deltax 2*(T(i,j+1)+T(i,j-1))..
+(deltax*2*deltay"2*q/k))/(2*deltay"2+2*dw@ix"2);

%Face 1
beta(1,j))=gama*T(1,j)-(sigma*abs(T(1,))"3)Y1,j)-c+h*(T(1,j)-Tamb));%Implementando betal
T(1,)=(k*T(2,j))+beta(1,j)*deltax)/(gama*ttax+k);

%Face 3

beta(imax,j)=gama*T(imax,j)-(sigma*abs(T&mj)"3)*T (imax,j)-c+h*(T (imax,j)-Tamb));
%Implementando beta3

T(imax,j)=(k*T(imax-1,j)+beta(imax,j)*deltd/(gama*deltax+k);

%Face 2
beta(i,1)=gama*T (i,1)-(sigma*abs(T(i,1)"3)#,1)-c+h*(T(i,1)-Tamb));%Implementando beta2
T(i,1)=(k*T(i,2)+beta(i,1)*deltay)/(gama*ttay+k);

%Face 4
beta(i,jmax)=gama*T(i,jmax)-(sigma*abs(jitiax)"3)*T (i,jmax)-c+h*(T(i,jmax)-Tamb));
%Implementando beta4
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T(i,jmax)=(k*T(i,jmax-1)+beta(i,jmax)*deltd/(gama*deltay+k);

end
end
v=max(abs(T-Tn))%Vetor com valores maximos
erroT=max(abs(v)foMaximo valor do vetor
n=n+1%Implemento do contador
Tn=T;%Atualizacdo da matriz

%Testando utilizag&o da variavel beta(crescentéodas iteragdes de nos)
%Testando utilizac&o da variavel beta(limitanteesiqp e inferior de gama)
beta(1,30)

end

%\Veértices
T(1,1)=(T(1,2)+T(2,1))/2%Veértice A
T(imax,1)=(T(imax-1,1)+T(imax,2))/2pcVértice B
T(imax,jmax)=(T(imax-1,jmax)+T(imax,jmax-1))/2Veértice C
T(1,jmax)=(T(1,jmax-1)+T(2,jmax))/2pVertice D

%%% Verificacdo e Validacdo %%%

%Testando o Algoritmo

% T -> (beta/gama)

for i=2:imax-1
T1()=T(1,i);
T3(i)=T(imax,i);
T2(0)=T(i,1);
T4(3)=T(i,jmax);

end

%Calculando Erro Relativo

for i=2:imax-1
Errorell(i)=abs((T(1,i+1)-T(1,)))/T(i+1));
Errorel3(i)=abs((T(imax,i+1)-T(imax,i))/T(imax1));
Errorel2(i)=abs((T(i+1,1)-T(i,1))/T(i+1,1));
Errorel4(i)=abs((T(i+1,jmax)-T (i,jmax))/T (i+Iyjax));

end

% Testando o Algoritmo utilizando a regra do trapéz
% Equacéo do calor integrada no volume

intl=0;
for i=2:imax-1
intl=intl+(gama*(T(1,i)+T(1,i+1)+T(imax,i)+T(irax,i+1)...
+T(i,1)+T(i+1,1)+T(i,jmax)+T(i+1,jmax))/2beta(1,i)+beta(imax,i)+beta(i,1)+beta(i,jmax))) *(ide);
end

% intl=0;

% for i=2:imax-1

% intl=intl+(gama*(T(1,i)+T(1,i+1)+T(imax,i)+Tifhax,i+1)...

% +T(1,1)+T(i+1,1)+T(i,jmax)+T(i+1,jmax))..

% -(beta(1,i)+beta(1,i+1)+beta(imax,i)+betadi,i+1)+beta(i,1)+beta(i+1,1)...
% +beta(i,jmax)+beta(i+1,jmax)))*(deltay)/2;

% end

S=q*Lx*Ly;



%Calculando Erro Relativo
Errorel=abs((intl-s)/intl);

%mesh(T)
%plot(T)

figure(1)
surf(T)

title(PERFIL DE TEMPERATURA DA PLACA'

xlabel(Largura)
ylabel(Altura)
zlabel(Temperatura (K)'

figure(2)
contour(T)
%title('lsotermas’)
xlabel(Largura)
ylabel(Altura’)
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¢) Simulag@o numérica para beta no loop e termie feariante

%%% Beta na Iteragdo & termo fonte variante %%%
closeall; clearall; clc; formatshort
% Beta na Iteragéo & termo fonte variante

%Geometria
Lx=10;

Ly=10;

imax=60;

jmax=60;
deltax=Lx/(imax-1);
deltay=Ly/(jmax-1);

%Parametros
q=1;

k=1;

erroT=1;
toleranciaT=1.d-6;
gama=1.d2%Menor valor de gama para n° iteracdo convergir
sigma=1;

%c=10;

h=1;

Tamb=1,;
%beta=0;

%Condigdes Iniciais
T=zeros(imax,jmax);
Tn=zeros(imax,jmax);
beta=zeros(imax,jmax);
c=zeros(imax,jmax);

for i=2:imax-1
¢(1,i)=50;%termo fonte na face 1
c(imax,i)=100;
c(i,1)=10;%termo fonte na face 2
c(i,jmax)=0;

end

n=0; %Contador
while erroT>toleranciaT
for i=2:imax-1
for j=2:jmax-1

%lInterior

T(i,j)=(deltay2*(T(i+1,j)+T(i-1,)))..

+deltax 2*(T(i,j+1)+T(i,j-1))..
+(deltax~2*deltay”2*g/k))/(2*deltay"2+2*dw@ix"2);

%Implementacédo do Beta

%Face 1
beta(1,j))=gama*T(1,j)-(sigma*abs(T(1,))"3)Y1,j)-c(1,j))+h*(T(1,j)-Tamb));%Implementando betal
T(1,)=(k*T(2,j))+beta(1,j)*deltax)/(gama*ttax+k);

%Face 3
beta(imax,j)=gama*T(imax,j)-(sigma*abs(T&rj)"3)*T (imax,j)-c(imax,j)+h*(T (imax,j)-Tamb));
%Implementando beta3
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T(imax,j)=(k*T(imax-1,j)+beta(imax,j)*deltd/(gama*deltax+k);

%Face 2
beta(i,1)=gama*T(i,1)-(sigma*abs(T(i,1)"3)t1)-c(i,1)+h*(T(i,1)-Tamb));%Implementando beta2
T(i,1)=(k*T(i,2)+beta(i,1)*deltay)/(gama*ttay+k);

%Face 4

beta(i,jmax)=gama*T(i,jmax)-(sigma*abs(jritiax)"3)*T (i,jmax)-c(i,jmax)+h*(T (i,jmax)-Tamb));
%Implementando beta4

T(i,jmax)=(k*T(i,jmax-1)+beta(i,jmax)*deltd/(gama*deltay+k);

end
end

v=max(abs(T-Tn))%Vetor com valores maximos
erroT=max(abs(v)foMaximo valor do vetor
n=n+1%Implemento do contador
Tn=T;%Atualizacdo da matriz

%Testando utilizacdo da variavel beta(crescentédas iteracfes de nos)
%Testando utilizacdo da variavel beta(limitanteesiqp e inferior de gama)
beta(1,30)

end

%\Veértices
T(1,1)=(T(1,2)+T(2,1))/2%Veértice A
T(imax,1)=(T(imax-1,1)+T(imax,2))/2pVértice B
T(imax,jmax)=(T(imax-1,jmax)+T(imax,jmax-1))/2Vértice C
T(1,jmax)=(T(1,jmax-1)+T(2,jmax))/2pVértice D

%%% Verificacdo e Validacdo %%%

%Testando o Algoritmo

% T ->(beta/gama)

for i=2:imax-1
T1()=T(1,i);
T3(1)=T(imax,i);
T2(0)=T(i,1);
T4()=T(i,jmax);

end

%Calculando Erro Relativo

for i=2:imax-1
Errorell(i)=abs((T(1,i+1)-T(1,))/T(i+1));
Errorel3(i)=abs((T (imax,i+1)-T(imax,i))/T (imax1));
Errorel2(i)=abs((T(i+1,1)-T(i,1))/T(i+1,1));
Errorel4(i)=abs((T(i+1,jmax)-T (i,jmax))/T (i+Iyjax));

end

% Testando o Algoritmo utilizando a regra do trapéz
% Equacéo do calor integrada no volume

intl=0;
for i=2:imax-1
intl=intl+(gama*(T(1,i)+T(1,i+1)+T(imax,i)+T(irax,i+1)...
+T(i,1)+T(i+1,1)+T(i,jmax)+T(i+1,jmax))/2beta(1,i)+beta(imax,i)+beta(i,1)+beta(i,jmax))) *(ide);



end

% intl=0;

% for i=2:imax-1

% intl=intl+(gama*(T(1,i)+T(1,i+1)+T(imax,i)+Tihax,i+1)...

% +T(i,1)+T(i+1,2)+T(i,jmax)+T(i+1,jmax))..

% -(beta(1,i)+beta(1,i+1)+beta(imax,i)+batadi,i+1)+beta(i,1)+beta(i+1,1)...
% +beta(i,jmax)+beta(i+1,jmax)))*(deltay)/2;

% end

S=Q*Lx*Ly;

%Calculando Erro Relativo
Errorel=abs((intl-s)/intl);

%mesh(T)
%plot(T)

figure(1)

surf(T)

titte(PERFIL DE TEMPERATURA DA PLACA'
xlabel(Largura)

ylabel(Altura)

zlabel(Temperatura (K)'

figure(2)
contour(T)
%title('lsotermas’)
xlabel(Largura)
ylabel(Altura’)
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d) Simulagdo numérica para beta no loop, termefeatiante a cada passo de iteracdo e gama=100
%%% Beta Verificar beta a cada iteracdo para gaf@elanalisar a velocidade de convergéncia%%%

closeall; clearall; clc; formatshort

%Geometria
Lx=10;

Ly=10;

imax=60;

jmax=60;
deltax=Lx/(imax-1);
deltay=Ly/(jmax-1);

%Parametros
q=L1;

k=1,

erroT=1,
toleranciaT=1.d-6;
gama=100%Menor valor de gama para n° iteragdo convergir
sigma=1;

%c=10;

h=1,;

Tamb=1;
%beta=0;

%Condi¢des Iniciais
T=zeros(imax,jmax);
Tn=zeros(imax,jmax);
beta=zeros(imax,jmax);
c=zeros(imax,jmax);

for i=2:imax-1
¢(1,i)=50;%termo fonte na face 1
c(imax,i)=100;
c(i,1)=10;%termo fonte na face 2
c(i,jmax)=0;

end

n=0; %Contador
while erroT>toleranciaPon<2000
for i=2:imax-1
for j=2:jmax-1

% Interior

T(i,j)=(deltay2*(T(i+1,j)+T(i-1,)))..
+deltax2*(T(i,j+1)+T(i,j-1))..
+(deltax*2*deltay"2*q/k))/(2*deltay"2+2*dw@ix"2);

%Implementacédo do Beta

%Face 1
beta(1,j))=gama*T(1,j)-(sigma*abs(T(1,))"3)Y1,j)-c(1,j))+h*(T(1,j)-Tamb));%Implementando betal
T(1,)=(k*T(2,j))+beta(1,j)*deltax)/(gama*ttax+k);

%Face 3

beta(imax,j)=gama*T(imax,j)-(sigma*abs(T&rj)"3)*T (imax,j)-c(imax,j)+h*(T (imax,j)-Tamb));
%Implementando beta3

T(imax,j)=(k*T (imax-1,j)+beta(imax,j)*deltd/(gama*deltax+k);



%Face 2
beta(i,1)=gama*T(i,1)-(sigma*abs(T(i,1)"3)t1)-c(i,1)+h*(T(i,1)-Tamb));%Implementando beta2
T(i,1)=(k*T(i,2)+beta(i,1)*deltay)/(gama*ttay+k);

%Face 4

beta(i,jmax)=gama*T(i,jmax)-(sigma*abs(jritiax)"3)*T (i,jmax)-c(i,jmax)+h*(T (i,jmax)-Tamb));
%lmplementando beta4

T(i,jmax)=(k*T(i,jmax-1)+beta(i,jmax)*deltd/(gama*deltay+k);

end
end

v=max(abs(T-Tn))%Vetor com valores maximos
erroT=max(abs(v)oMaximo valor do vetor
n=n+1%Implemento do contador
Tn=T;%Atualizacao da matriz

%Testando utilizacdo da variavel beta(crescentéodas iteracfes de nos)
%Testando utilizacdo da variavel beta(limitanteesiqp e inferior de gama)

%beta(1,30)

%Veértices

T(1,1)=(T(1,2)+T(2,1))/2%Veértice A
T(imax,1)=(T(imax-1,1)+T(imax,2))/2pVértice B
T(imax,jmax)=(T(imax-1,jmax)+T(imax,jmax-1))/2Veértice C
T(1,jmax)=(T(1,jmax-1)+T(2,jmax))/2pVértice D

figure(i)

surf(T)

titte(PERFIL DE TEMPERATURA DA PLACA'
xlabel(Largura)

ylabel(Altura’)

zlabel(Temperatura (K)'

end
%%% Verificac@o e Validagao %%%

%Testando o Algoritmo

% T -> (beta/gama)

for i=2:imax-1
T130)=T(1,i);
T3(i)=T(imax,i);
T2())=T(,1);
T4(i)=T(i,jmax);

end

%Calculando Erro Relativo

for i=2:imax-1
Errorell(i)=abs((T(1,i+1)-T(1,)))/T(i+1));
Errorel3(i)=abs((T(imax,i+1)-T(imax,i))/T (imax1));
Errorel2(i)=abs((T(i+1,1)-T(i,1))/T(i+1,1));
Errorel4(i)=abs((T(i+1,jmax)-T (i,jmax))/T (i+rjax));

end
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% Testando o Algoritmo utilizando a regra do trapéz
% Equacédo do calor integrada no volume

intl=0;
for i=2:imax-1
intl=intl+(gama*(T(1,i)+T(1,i+1)+T(imax,i)+T(irax,i+1)...
+T(i,1)+T(i+1,1)+T(i,jmax)+T(i+1,jmax))/2beta(1,i)+beta(imax,i)+beta(i,1)+beta(i,jmax))) *(ide);
end

% intl=0;

% for i=2:imax-1

% intl=intl+(gama*(T(1,i)+T(1,i+1)+T(imax,i)+Tifhax,i+1)...

% +T(1,1)+T(i+1,1)+T(i,jmax)+T(i+1,jmax))..

% -(beta(1,i)+beta(1,i+1)+beta(imax,i)+batadi,i+1)+beta(i,1)+beta(i+1,1)...
% +beta(i,jmax)+beta(i+1,jmax)))*(deltay)/2;

% end

S=q*Lx*Ly;

%Calculando Erro Relativo
Errorel=abs((intl-s)/intl);
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e) Simulagdo numérica para beta no loop, term&featiante a cada passo de iteragdo e gama=1000
%%% Beta Verificar beta a cada iteracdo para gaf@3-& analisar a velocidade de convergéncia %%%

closeall; clearall; clc; formatshort

%Geometria
Lx=10;

Ly=10;

imax=60;

jmax=60;
deltax=Lx/(imax-1);
deltay=Ly/(jmax-1);

%Parametros
q=L1;

k=1,

erroT=1,
toleranciaT=1.d-6;
gama=1.d5%Menor valor de gama para n° iteracdo convergir
sigma=1;

%c=10;

h=1,;

Tamb=1;
%beta=0;

%Condi¢des Iniciais
T=zeros(imax,jmax);
Tn=zeros(imax,jmax);
beta=zeros(imax,jmax);
c=zeros(imax,jmax);

for i=2:imax-1
¢(1,i)=50;%termo fonte na face 1
c(imax,i)=100;
c(i,1)=10;%termo fonte na face 2
c(i,jmax)=0;

end

n=0; %Contador
while erroT>toleranciaT
for i=2:imax-1
for j=2:jmax-1

% Interior

T(i,j)=(deltay2*(T(i+1,j)+T(i-1,)))..
+deltax2*(T(i,j+1)+T(i,j-1))..
+(deltax*2*deltay"2*g/k))/(2*deltay"2+2*dw@ix"2);

%Implementacédo do Beta

%Face 1
beta(1,j))=gama*T(1,j)-(sigma*abs(T(1,))"3)Y1,j)-c(1,j))+h*(T(1,j)-Tamb));%Implementando betal
T(1,)=(k*T(2,j))+beta(1,)j)*deltax)/(gama*ttax+k);

%Face 3

beta(imax,j)=gama*T(imax,j)-(sigma*abs(T&rj)"3)*T (imax,j)-c(imax,j)+h*(T (imax,j)-Tamb));
%Implementando beta3

T(imax,j)=(k*T (imax-1,j)+beta(imax,j)*deltd/(gama*deltax+k);



%Face 2
beta(i,1)=gama*T(i,1)-(sigma*abs(T(i,1)"3)t1)-c(i,1)+h*(T(i,1)-Tamb));%Implementando beta2
T(i,1)=(k*T(i,2)+beta(i,1)*deltay)/(gama*ttay+k);

%Face 4

beta(i,jmax)=gama*T(i,jmax)-(sigma*abs(jritiax)"3)*T (i,jmax)-c(i,jmax)+h*(T (i,jmax)-Tamb));
%lmplementando beta4

T(i,jmax)=(k*T(i,jmax-1)+beta(i,jmax)*deltd/(gama*deltay+k);

end
end

v=max(abs(T-Tn))%Vetor com valores maximos
erroT=max(abs(v)oMaximo valor do vetor
n=n+1%Implemento do contador
Tn=T;%Atualizacao da matriz

%Testando utilizacdo da variavel beta(crescentéodas iteracfes de nos)
%Testando utilizac&o da variavel beta(limitanteesiqp e inferior de gama)

%beta(1,30)

%Veértices

T(1,1)=(T(1,2)+T(2,1))/2%Veértice A
T(imax,1)=(T(imax-1,1)+T(imax,2))/2pVértice B
T(imax,jmax)=(T(imax-1,jmax)+T(imax,jmax-1))/2Veértice C
T(1,jmax)=(T(1,jmax-1)+T(2,jmax))/2pVértice D

figure(i)

surf(T)

titte(PERFIL DE TEMPERATURA DA PLACA'
xlabel(Largura)

ylabel(Altura’)

zlabel(Temperatura (K)'

end
%%% Verificac@o e Validagao %%%

%Testando o Algoritmo

% T -> (beta/gama)

for i=2:imax-1
T130)=T(1,i);
T3(i)=T(imax,i);
T2())=T(,1);
T4(i)=T(i,jmax);

end

%Calculando Erro Relativo

for i=2:imax-1
Errorell(i)=abs((T(1,i+1)-T(1,)))/T(i+1));
Errorel3(i)=abs((T(imax,i+1)-T(imax,i))/T (imax1));
Errorel2(i)=abs((T(i+1,1)-T(i,1))/T(i+1,1));
Errorel4(i)=abs((T(i+1,jmax)-T (i,jmax))/T (i+rjax));

end
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% Testando o Algoritmo utilizando a regra do trapéz
% Equacédo do calor integrada no volume

intl=0;
for i=2:imax-1
intl=intl+(gama*(T(1,i)+T(1,i+1)+T(imax,i)+T(irax,i+1)...
+T(i,1)+T(i+1,1)+T(i,jmax)+T(i+1,jmax))/2beta(1,i)+beta(imax,i)+beta(i,1)+beta(i,jmax))) *(ide);
end

% intl=0;

% for i=2:imax-1

% intl=intl+(gama*(T(1,i)+T(1,i+1)+T(imax,i)+Tifhax,i+1)...

% +T(1,1)+T(i+1,1)+T(i,jmax)+T(i+1,jmax))..

% -(beta(1,i)+beta(1,i+1)+beta(imax,i)+batadi,i+1)+beta(i,1)+beta(i+1,1)...
% +beta(i,jmax)+beta(i+1,jmax)))*(deltay)/2;

% end

S=q*Lx*Ly;

%Calculando Erro Relativo
Errorel=abs((intl-s)/intl);



