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RESUMO

VICTORINO, Silveira LuisSimulacdo numérica da cavitagdo em turbomaquinas
usando uma formulagcédo Euler-Lagrange2014. 91 f. Dissertacdo (Mestrado em
Engenharia Mecanica) - Faculdade de Engenhariagindade do Estado do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2014.

Turbomaquinas sdo maquinas operacionais que ¢éransfenergia mecanica entre
um rotor e um fluido. Estas maquinas tém muitascapbes industriais. Um dos
componentes de uma turbomaquina responsavel pelsféréncia da energia, ou receber a
rotacao do eixo e transformar em energia de flellocaso de bomba ou transferir a energia
do fluido para o eixo em caso de uma turbina, énpelidor ou rotor. O fenbmeno da
cavitacao envolve escoamento bifasico: o liquiderabombeado e as bolhas de vapor que
sdo formadas durante o processo de bombeamentmc€spo de formacdo dessas bolhas é
complexo, mas ocorre principalmente devido a pigzsee regides de pressdes muito baixas.
O colapso dessas bolhas pode muitas vezes levate@odacdo do material, dependendo da
intensidade ou da velocidade de colapso das bdhasincipal objetivo deste trabalho foi
estudar o comportamento hidrodinamico do escoameogocanais do impelidor de uma
turbomaquina do tipo radial usando recursos deédhtlinamica computacional (CFD). Uma
abordagem Euler-Lagrange acoplada com o modelquiacéo de Langevin foi empregada
para estimar a trajetoria das bolhas. Resultadesidaulacbes mostram as particularidades
de um escoamento liquido-bolha de vapor passandarantanal de geometria curva,
fornecendo assim informacdes que podem nos ajualgsrevencdo da cavitacdo nessas
maquinas.

Palavras-chave: Simulacdo numérica; Cavitagdo; DKQinadmica dos fluidos
computacional).



ABSTRACT

VICTORINO, Silveira LuisNumerical simulation of cavitation in turbomachinesusing
an Euler-Lagrange approach 2014. 91 f. Dissertacdo (Mestrado em Engenhaged¥iica)
- Faculdade de Engenharia, Universidade do Estadtia@de Janeiro, Rio de Janeiro, 2014.

Turbomachines are operational machines that g#anséchanical energy between a
rotor and a fluid. This type of machinery is em@dyin many industries. One of the main
components of a turbomachine responsible for tlegggntransference, either receiving the
rotation of the shaft and transforming it into fluenergy in the case of a pump or
transferring energy from the fluid to the shafthe case of a turbine, is the impeller or rotor.
The cavitation phenomenon involves two-phase flithwe:liquid to be pumped and the vapor
bubbles which are formed during pumping. The foramatprocess of these bubbles is
complex, but occurs mainly due to the presence@bns of very low pressure. The collapse
of the bubbles can often lead to a deterioratiothefmaterial, depending on the intensity or
speed of bubbles collapse. The main objectivesisfwork was to study the hydrodynamic
behavior of the flow in the impeller channels ofuabomachine (radial flow turbopump)
using computational fluid dynamics (CFD resourcés).Euler-Lagrange approach coupled
with the Langevin equation model, was employedstoreate the bubbles tracking trajectory.
Results of the simulations show the details ofitlexapor bubble flow in a curved channel,
providing insights that help us in the cavitatioeyent of this machines.

Keywords: Numerical simulation; Cavitation; CFD feputational fluid dynamics).
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INTRODUCAO

Motivagao

A cavitacao é um fenémeno que pode ocorrer em qualquer sistema hidraulico desde
tubulacoes até as turbomaquinas hidratlicas. Este vem sendo estudado em diferentes
ciéncias e problemas de engenharia ha décadas, devido aos problemas originados pela
mesma. O estudo do fenomeno em turbomaquinas teve sua importancia aumentada devido
ao aperfeicoamento dos sistemas hidraulicos. Na atualidade as méaquinas sao projetadas
para operar no limite de sua melhor eficiéncia, visando ganhos de produtividade e redugao
de custos de aquisicao de equipamentos.

No Brasil, por exemplo, a geracao de eletricidade ainda depende muito da energia
hidraulica, em cerca de 92% [7] e estima-se que 75% das companhias produtoras deste tipo
de energia no mundo, operam com problemas de cavitagao, o que demonstra a importancia
do estudo deste fenomeno a fim de diminui¢ao dos custos de manutenc¢ao e do aumento do
rendimento destes equipamentos, pois a cavitagao provoca uma perda na eficiéncia dessas
maquinas, além da necessidade da substituicao prematura dos componentes. Na Usina
Hidrelétrica Luiz Carlos Barreto de Carvalho, no estado de Sao Paulo, a cada quatro anos
as turbinas sao paradas para manutengao e somente para reparar os danos causados pela
cavitagdo nas pas das turbinas, gastam-se em torno de 25 dias [8], ocasionando elevados
custos de manutencgao.

Um melhor conhecimento da dinamica do escoamento no interior dessas maquinas
na fase de seu projeto, pode prever ou evitar o aparecimento do fendmeno; minimizando
os danos nesses equipamentos e podendo assim reduzir consideravelmente os custos re-
ferentes a perda de material e a manutencao, o que resultaria evidentemente em grande

economia para as industrias e sistemas que usam esses equipamentos.
Objetivos
O principal objetivo desse trabalho foi estudar o fenomeno da cavitagao, anali-

sando o comportamento hidrodinamico do escoamento e mostrar a dinamica das bolhas

de cavitagao nas passagens entre as laminas do impelidor de uma turbomaquina. Uma
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abordagem Euleriana-Lagrangeana para escoamentos multifasicos, acoplada ao modelo
de Langevin foi empregada para estimar a trajetoria das bolhas de cavitagao no escoa-
mento turbulento nessas geometrias usando recursos de dinamica dos fluidos computacio-
nal (CFD) que é uma alternativa para experiéncia de protdétipos com intuito de melhorar
o entendimento de como evitar os problemas relacionados ao fenomeno.

Na abordagem Euler-Lagrange uma descricao do continuo é usada para a fase
liquida (descrigao Euleriana), as bolhas sdo modeladas individualmente como particulas
esféricas e seu transporte resolvido a partir de uma equacao de movimento e monito-
ramento discreto dessas particulas. As bolhas sao geralmente modeladas como modelos
ponto-particulas com forcas de interacao fluido-bolhas; a fragdo vapor-volume é obtida
pela simulagao da evolugao das bolhas individuais, compondo a fase discreta [4], [9]. A
dinamica dessas bolhas é computada usando equacoes de Newton do movimento. Esta
descricao considera cada bolha individualmente e isto permite tomar em conta varias
forcas atuando na bolha, bem como interacao bolha-parede.

Uma solugao pelo método de elementos finitos/volumes finitos com malhas nao-
estruturadas foi usada para resolver um escoamento bidimensional da fase continua na
passagem entre as laminas do impelidor; e como o problema da cavitacao lida quase
sempre com escoamento turbulento, foi usado um modelo simples de turbuléncia que
¢ o de comprimento de mistura de Prandtl Eddy Viscosity. A fase dispersa (bolhas) foi
monitorada usando as equacoes do movimento na abordagem Lagrangeana e considerando

apenas os efeitos da fase continua na fase dispersa.
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1 O FENOMENO DA CAVITACAO

O termo cavitacao tem origem do latim da palavra “cavus”que significa buraco ou
cavidade e ¢é utilizado para descrever o processo de nucleagao, crescimento e colapso das
bolhas de vapor em um fluido. A cavitagao é um fendémeno fisico pertinente em geral a
fase liquida das substancias, podendo ser observado em diversos sistemas hidrodinamicos
como em hélices de navios, bombas, turbinas, tubulac¢oes e até mesmo em valvulas [10].

Embora a cavitacao tenha sido prevista por Euler [11] na sua teoria de turbinas,
mas deve-se mesmo a Reynolds [12] a primeira descrigdo do fenémeno apresentada na
sequéncia dos historicos ensaios experimentais que realizou para investigar o comporta-
mento de hélices, utilizando um escoamento em tubo de venturi, conforme mostrado na

Figura 1.

Formacéo
de bolhas

P minimo

Y

Figura 1 - Cavitagao em venturi dotado de estrangulamento [1]

J& no fim do século XIX o engenheiro francés A. Normand, chamou atencao para
a formacao de cavidades no funcionamento das hélices maritimas. Em virtude de terem
surgido condigoes derivadas do aumento das velocidades de rotacao e do emprego nas
turboméquinas de pas com perfis idénticos aos das asas usadas em aviacao, intervieram
causas diferentes e mais complexas do que as assinaladas por Normand [13], a0 mesmo
tempo que as suas consequéncias se tornavam particularmente graves.

A cavitagao é a ocorréncia de bolhas de vapor ou gas em um liquido devido a baixas
pressoes locais que sao geradas pela alta velocidade do escoamento local. Canavelis [14],
define o fendmeno como sendo a formacao e subsequente colapso, ao longo do escoamento

em um liquido, de bolhas preenchidas por vapor.
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Knapp e Daily [15], estudaram o fenémeno da cavitagao e se tornaram referéncia
para pesquisadores nesta area. Eles apresentaram em sua obra os fundamentos tedricos da
cavitacao, mostraram também a cavitagao em maquinas hidraulicas além de apresentarem
diversos resultados experimentais relacionados ao fenomeno. Eles definiram a cavitacao
como sendo uma condi¢cao que ocorre quando um liquido alcanca um estado no qual
cavidades de vapor sao formadas e crescem devido a uma reducao da pressao dinamica
do fluido até a pressao de vapor do liquido com temperatura constante.

A cavitag@o é um fenomeno de interesse de muitos ramos da engenharia e da ciéncia.
Pode ser observado desde maquinas hidraulicas até turbomaquinas de aplicacao espacial.
Assumindo uma importancia particular no estudo de escoamentos de todos os tipos de
liquidos, especialmente quando esses escoamentos se processam a altas velocidades.

Inicialmente, nas regioes de pressoes baixas, formam-se pequenas bolsas ou cavi-
dades, no interior das quais o liquido se vaporiza. Conduzidos pela corrente liquida, as
bolhas chegam a regides de pressoes mais elevadas, entram em colapso, com a condensac¢ao
do vapor e o consequente retorno ao estado liquido.

As particulas formadas pela condensacao se chocam muito rapidamente umas com
as outras e de encontro a superficie que se anteponha ao seu deslocamento, produz-se,
em consequéncia, simultaneamente, uma alteracao no campo de velocidades e de pressoes
que deveria existir segundo as consideracoes tedricas do escoamento liquido. A cavitacao
pode ser a origem de varios efeitos negativos para as maquinas, tais como: Ruido, vi-
bragoes, erosoes, danos estruturais e alteragoes de desempenho [2]. Esses efeitos fazem
da cavitagao uma questao importante para o projeto e operacao de turbomaquinas, pois
estes sao prejudiciais e por consequéncia indesejaveis, pelo que, de um modo geral, se
torna necessario evitar ou pelo menos minimiza-los. E por isso que o estudo do fenomeno
da cavitacao continua a revestir-se de particular importancia, uma vez que as exigéncias
de um rapido desenvolvimento tecnolégico tém determinado uma tendéncia para o au-
mento das velocidades maximas atingidas, quer pelos escoamentos, quer pelos rotores de

diferentes turboméaquinas ou pelos proprios perfis hidrodinamicos.

1.1 Fisica do fenomeno

Em alguns aspectos, a cavitacao é semelhante a um outro fenomeno fisico, a

ebulicao. A geracao de vapor no liquido pode ser causado por dois diferentes mecanismos:
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seguindo uma entrada de calor, assim um aumento da temperatura a pressao constante,
que é bem conhecido como fenémeno de ebulicao, ou, a uma temperatura constante, uma
diminuicao da pressao, que corresponde ao fenéomeno da cavitacao.

Quando a pressao do liquido diminui abaixo da pressao de saturacao, alguns
liquidos mudam de fase, de liquido para vapor. A pressao de vapor, P,, é uma pro-
priedade do fluido que depende muito da temperatura do fluido. Uma reducao suficiente
da pressao numa dada regiao de um meio liquido é a causa que normalmente estd na base
do desencadeamento do fendmeno da cavitacao. No entanto, como é sabido, a formagcao
de cavidades num meio liquido e seu subsequente crescimento por vaporizacao podem
também ser provocados por uma elevacao da temperatura ambiente. Contudo, é habi-
tual estabelecer uma distingcao entre estas situagoes. Assim, a designacao de ebulicao é
normalmente associada a situagoes em que aqueles fenomenos sao induzidos por efeitos
térmicos reservando-se, em geral, a designacao de cavitacao para identificar as situacoes
em que os mesmos tém por origem, predominantemente, um decréscimo da pressao de
caracter dinamico.

A diferenca na direcao da mudanca de estado no diagrama de fase da Figura 2,
é mais significante do que pode, a primeira vista, ser imaginado. E virtualmente im-
possivel causar qualquer rapida mudanca uniforme na temperatura em todo volume finito
do liquido. Os detalhes do processo de ebulicao geralmente abrangem a interacao deta-
lhada das bolhas de vapor com uma superficie do sélido e a camada limite térmica nesta
superficie. Por outro lado, uma rapida e uniforme mudanca na pressao em um liquido é co-
mum e portanto os detalhes do processo de cavitagao diferem consideravelmente daqueles
que ocorrem na ebulicao.

O primeiro passo para se estudar a cavitagao é o entendimento do processo fisico
relacionado ao seu surgimento. A Figura 2, mostra um gréfico tipico idealizado, de uma
substancia pura, relacionando a pressao (P), a temperatura (1) e o volume especifico (v),
onde cada estado fisico da substancia é indicado neste grafico. Em uma substancia pura,
a fase liquida e a fase vapor podem coexistir em equilibrio somente em uma determinada
linha, correlacionando pressao e temperatura, essa linha é chamada de linha liquido-vapor
e se estende desde o ponto-triplo até o ponto critico. Fora desta linha, uma fase desta
substancia é mais estavel que a outra [2]. No ponto-triplo as trés fases (liquido, vapor e

sé6lido) coexistem, ou seja, a substancia pode ter trés alternativas de estados estaveis.
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Nos sistemas hidrdulicos ha uma variacao da pressao estatica absoluta devido as
perdas de carga e caracteristicas do equipamento. Nestes sistemas, caso ocorra uma
diminuicao da pressao estatica absoluta do fluido transportado e se esta pressao se torne
igual ou inferior a pressao de vapor desta substancia, a pressao P, na Figura 2, pode
ocorrer a vaporizacao instantanea do liquido, devido a possibilidade de coexistirem a fase
liquida e a fase vapor, ocasionando a formacao de bolhas de vapor no seio do liquido. Estas

bolhas formadas podem desaparecer caso ocorra um aumento da pressao no escoamento

2].

A
P
ponto critico
liquido
solido EBULICAO
linha liquido-vapor
P, i CAVITACAO —
1
ponto trip]l:)
L .
T, T

Figura 2 - Diagrama de fase de uma substancia pura [2]

Em turboma&aquinas hidratlicas do tipo radial, o fendomeno da cavitacao é observado
principalmente nos rotores, visto que nesta parte do equipamento ha um aumento da
velocidade e uma diminui¢ao da pressao [16]. Quando a pressao do liquido fica maior
que a da bolha, suas dimensoes diminuem até entrar em colapso, permitindo a entrada do
liquido que estd em volta em seu interior. Isto gera uma alteracao no campo de velocidade
e de pressao. Este liquido que ja estd a altas velocidades fora da bolha, encontra uma
regiao de pouca resisténcia ao penetrar na regiao “colapsada”, aumentando ainda mais sua
velocidade. Ao atingir regioes sélidas (rotor, carcaga, etc), parte da energia contida nestas
particulas é transferida para o material podendo desagregar os elementos da superficie do
material de menor coesao, formando pequenas cavidades. Dependendo da frequéncia da
ocorréncia do fendmeno, esta regiao pode se desgastar cada vez mais, aumentando a erosao

na superficie, e comprometendo o funcionamento das partes da maquina conforme mostra
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a Figura 4.

Este processo ocorre com alta frequéncia, podendo atingir a ordem de 25 mil bolhas
por segundo. A duracao (surgimento-colapso) é da ordem de milionésimos de segundos.
E possivel verificar a ocorréncia do fenomeno da cavitagao através de inspecao visual
(caso seja possivel abrir a maquina) ou mesmo pelo som caracteristico quando a méquina
estiver em funcionamento. Ao detectar um rotor com certo desgaste é importante definir
de forma correta a origem do problema. Nao deve se confundir os fenomenos de cavitacao,
erosao e corrosao. A erosao ocorre devido ao contato de particulas solidas com o rotor,
enquanto a corrosao ocorre devido a incompatibilidade entre o material do rotor e o
fluido. Lembrando que os trés podem ocorrer simultancamente [17]. A Figura 3 mostra

esquematicamente um modelo de colapso da bolha de cavitacao.

Figura 3 - Modelo de colapso da bolha de cavitagao [1]

Faceira, [18], salienta a complexidade desse fenomeno (cavitacao) e a diversidade de
pontos de vista dos diferentes autores, que sobre o assunto se tém pronunciado, dificultam
a apresentacao de uma definicao que, sendo, concisa, seja simultaneamente capaz de
transmitir informacoes suficientes para uma adequada identificagao deste fenomeno em

relacao a outros fendmenos fisicos.
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(a) Rotor de uma turbina danificado por ca-  (b) Rotor de uma bomba centrifuga da-

vitagao nificado pela cavitagao

Figura 4 - Danos por cavitacao em impelidores [1]

A cavitagao é um fenéomeno associado a mudanca de fase em meios liquidos, durante
esse fenomeno, parte da massa liquida evapora nucleando bolhas, essas bolhas crescem
e entram em colapso nas regioes de alta pressao, ao implodirem ou colidirem contra as
paredes das superficies proximas podem provocar a erosao por cavitacao. Quando a
pressao local da turbomaquina cai para a pressao critica, dependendo das condicoes de
fluxo, a cavitacao ocorre.

A erosao por cavitagao pode provocar danos estruturais aos equipamentos e esses
danos sao os responsaveis pela perda da eficiéncia em turbomaquinas, podem também ge-
rar ruidos e vibragoes. No projeto de turboméaquinas, a prevencao do inicio da cavitacao
¢ uma das maiores tarefas dos engenheiros projetistas. Calainho e Lomoénaco [7], apre-
sentaram os possiveis danos oriundos da cavitacao em turbinas hidraulicas enfatizando
que a erosao devido a cavitagao é um dos danos mais nocivos por causar grandes perdas
economicas uma vez que indisponibiliza as maquinas periodicamente, por longos periodos,
para servicos de reparo.

A Figura 5, apresenta uma série de fotografias de uma bolha em colapso préxima
a uma superficie sélida, para um rotor de aco inox sob o efeito da erosao por cavitagao. A
curva da pressao, da parte superior dessa figura, mostra a variagao da pressao na superficie
em diferentes estagios do processo de formagao e colapso de bolhas de vapor. Os picos de
pressao mostrados nos instantes 6 e 7 da Figura 5 correspondem a um minimo de volume

da bolha provocado pela geracao do micro jato.
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Figura 5 - Fotografias em séries de colapso de uma bolha préxima de uma superficie

sélida e gréfico de pressao da bolha [2]

1.2 Revisao da modelagem da cavitagao

A simulacao numérica de escoamentos multifasicos é um dos mais desafiadores
problemas CFD (computational fluid dynamics) que ocorre em muitas aplicagdes de en-
genharia. Entre estes esta a cavitacao, em que um liquido se vaporiza em regioes onde ha
queda de pressao abaixo a pressao de vapor deste liquido.

Afim de descrever a previsao do fenomeno de cavitacao, é geralmente usada uma
abordagem de escoamento multifasico. Normalmente dois tipos de escoamento multifasico
podem ser identificados, nomeadamente, escoamento disperso e escoamento separado. O
escoamento disperso consiste em particulas finitas, gotas ou bolhas distribuidas em uma
fase continua. Por outro lado, fluxo separado consiste em duas ou mais correntes de
diferentes fluidos separados por interfaces. No fluxo disperso dois tipos de modelos preva-
lecem, o modelo de trajetéria e modelo de dois fluidos. No modelo de trajetéria, o movi-
mento da fase dispersa é avaliado seguindo tanto o movimento da particula atual quanto
o movimento da maioria das particulas representantivas. Os detalhes do escoamento a
volta de cada particula sao resumidos em arrasto, sustentacao e forcas de momento, forca
devido & massa virtual e for¢a de Basset atuando sobre estas (particulas) e alterando suas
trajetérias.

A complexidade do fenomeno dificulta sua modelagem. Em caso de investigagoes
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experimentais, o estudo da cavitacao necessita de instrumentagao especifica para ambi-
ente multifasico e as estratégias de modelagem tém sido baseadas em hipdteses empiricas;
mesmo assim, os pesquisadores tém obtido grandes progressos, comecando do trabalho
de Rayleigh [19] até hoje, muitos estudos tedricos e experimentais tém levado a andlise e
entendimento melhor do fendmeno da cavitagao. Modelos de cavitacao existentes avaliam
o comportamento do escoamento e em muitos casos, a prevengao e aparecimento, cresci-
mento e colapso das bolhas. As abordagens mais simples sao baseadas no uso de equacoes
relacionando pressao e densidade, tais como a rela¢do barotropica de Delannoy [20] e a
equagao de Chen [21], derivada da densidade em rela¢do ao tempo e a pressao, tal como

a equagao polinomial de Song [22].
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2 MODELAGEM MATEMATICA

2.1 Formulacao Euler-Lagrange

Na modelagem usando abordagem Euler-Lagrange, a fase continua é resolvida pelo
referencial euleriano resolvendo as equacoes de Navier-Stokes no dominio computacional.
A fase dispersa é simulada considerando particulas afetadas pelas forcas do fluido continuo,
aplicando-se essas forcas em cada particula usando a segunda lei de Newton tem-se a
aceleracao da particula escoando através da fase continua. Quando apenas os efeitos
da fase continua sao considerados na fase dispersa, chama-se modelo one-way coupling
[23]. Quando os efeitos tanto da fase continua quanto da fase dispersa sao considerados,
chama-se modelo two-way coupling; no modelo two-way coupling, os efeitos das bolhas na
fase continua sao considerados introduzindo um termo fonte na equacao Navier-Stokes e
mudando o volume disponivel para a fase continua em células computacionais de acordo
com a fragao de vazios na célula. A modelagem one-way coupling é ilustrada na Figura 6.

O método de simulagao numeérica usando a abordagem FEuleriana-Lagragiana foi
desenvolvido com bastantes hipoteses. Em problemas tais como dispersao de poluentes
na atmosfera, pode ser assumido que as particulas nao perturbam o campo de escoa-
mento. A solugao entao envolve o monitoramento da trajetéria em um campo de veloci-
dades conhecido, isto é, as equacoes da fase fluida sao resolvidas independentemente das

particulas [24].

one-way coupling

Figura 6 - Escoamento de particulas ao longo de um canal [3]

Esquemas numéricos baseado em modelos matematicos de escoamento multifésico

particulado tém usado abordagem do continuo para todas as fases ou uma abordagem do
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continuo para fase fluida e uma abordagem lagrangeana para as particulas. Estes métodos
de simulagado podem se encontrar em véarias configuracoes, por exemplo, sedimentagao
e suspensoes fluidizadas, transporte lubrificado, fraturacao hidraulica de reservatorios,
etc. Existem outras formulacoes, a abordagem Euleriana-FEuleriana, que considera a fase
particulada como sendo um fluido continuo interpenetrando e interagindo com a fase

fluida [25], o que néo ¢é o objetivo desse trabalho.



25

3 EQUACOES GOVERNANTES

3.1 Descrigao Euleriana - Escoamento da fase continua

Assumindo que o escoamento é incompressivel, que as propriedades fisicas do fluido
newtoniano sao constantes, regime transiente e escoamento isotérmico, simplificam-se as
equagoes de Navier-Stokes. Assim a forma das equagoes que regem o escoamento em

coordenadas cartesianas, se tornam:

e Equagdo da conservacao da massa (Equacao da continuidade):

%—F(V-pu) =0 (3.1)

Considerando escoamento incompressivel, massa especifica do fluido constante, entao

a equacao 3.1 se torna:

V-u=0 (3.2)
ou
ou Ov
s (3.3)

e Equagdo de conservagao da quantidade de movimento (considerando diregoes z e

y):

a) Na direcao x

%—i—u@—l—v@ _—@—F @+€)2_u (3.4)
P\ar "% "y ) T "o TH\ a2 T ay? '

b) Na diregao y

@4_ @4_ @ —_@4_ @4_@ (35)
P\ot " "or T oy) T Ty T\ o2 T oy |
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3.1.1 Formulagao funcao corrente-vorticidade

As equagoes de Navier-Stokes para escoamento de um fluido podem ser resolvidas
usando formulacoes alternativas. Existem varios esquemas numéricos para solugao das
equacoes de Navier-Stokes que representam escoamentos viscosos incompressiveis. Um
desses esquemas utiliza a formulacao funcao corrente-vorticidade que foi usado no presente
estudo. Utiliza-se a fungao corrente-vorticidade na equacao de conservacao de massa e
na equagao de conservagao da quantidade de movimento a fim de desacoplar os campos
de pressao do céalculo das componentes do vetor velocidade, além de reduzir o nimero de
equacoes a serem resolvidas. Para isso sao definidas a funcao corrente, 1, e a vorticidade,

w, como sendo:

_
%

Note que as equagdes 3.6 e 3.7, satisfazem a equacdo 3.3 (equagdo da conservacao
da massa).
v Ju

Substituindo u e v na equacao 3.8, temos a equagao de Poisson para a funcao de

corrente:

0? 0?
o + Y _ —w (3.9)
ox?  0y?

Diferenciando a equacao 3.4 em relacao a y e a equacao 3.5 em x, subtraindo as
expressoes obtidas e substituindo a equacao 3.8 na expressao obtida, obtém-se a equacao

do transporte para a vorticidade:
Ow  Ow  Ow Pw  Pw
i - =\ = - 3.10
p(at+“ax+“ay> “(ax2+ay2) (3.10)
As equagoes 3.9 e 3.10 juntas formam a formulagao fungao corrente-vorticidade das

equacoes de Navier-Stokes. Essa formulacao é equivalente as equacoes 3.3, 3.4 e 3.5.
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Devido ao fato das equagoes, que em geral, modelam problemas de escoamento
de fluido nao apresentarem solucoes analiticas, faz-se necessario a aplicagao de técnicas
numeéricas para resolve-las. Na literatura, encontra-se diversas métodos para obter a
solugao dos sistemas de equagoes, como por exemplo, método de diferencas finitas, método
de elementos finitos, método de volumes finitos e métodos espectrais.

Nesse trabalho, escolheu-se o método de volumes finitos com malhas nao-estruturadas
para primeiramente validar o método simulando o escoamento em um canal com paredes
retas (Figura 7) e depois aplicar o método validado para um canal de paredes curvas
- geometria geralmente encontrada nos canais entre as laminas dos impelidores de tur-

bomaquinas do tipo radial.

UL

Figura 7 - Canal reto

3.2 Equacao da vorticidade em um referencial em rotacao

A equacao da vorticidade em um referencial sem rotacao é exatamente igual a de

um referencial girando; isso pode ser demostrado a partir da equagao de Navier-Stokes [26]:

%—FU'VU:—%—FVVQU (3.11)

Como a expressao abaixo é definida por:

1
u-Vu:wxu+§Vu2 (3.12)

Entao temos:

1
—u+(2§2—|—w) XU = —v———Vu2+VV2u (3.13)
~—— p 2
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O termo w, significa vorticidade absoluta e 2 é a velocidade angular. Assim, aplicando
o rotacional em ambos lados da equacao 3.13 e observado que V x = 0, chegamos a
seguinte equacao:

ow

n +V X (wg X u) = —% X Vp+vViw (3.14)

Como se trata de um escoamento bidimensional, incompressivel e com propriedades cons-
tantes a equagao 3.14 se reduz a:
Dw

Onde a derivada material de w independe do referencial, ou seja, é igual tanto

referencial parado quanto no referencial girando.

3.3 Adimensionalizacao das equagoes governantes

Para proporcionar uma simplificagao e permitir uma melhor correlacao entre gran-
dezas, foi desenvolvida uma adimensionalizacao das equacoes. Para tornar as equagoes
governantes adimensionais, todos os comprimentos foram divididos por um comprimento
de referéncia, L, e todas as velocidades por uma velocidade de referéncia, V,,. Denotando

as variaveis adimensionais por asteriscos, obtemos:

= —_— xr = — = — u = —

L? L? y L7 VOO7

v wlL P P
VTV T T C Y T 10

Assim substituindo, as variaveis da equagao 3.16 nas equagoes 3.3, 3.4, 3.5, 3.9 e

3.10, resultam respectivamente:

e A equacao da continuidade

ou*  oOv*
=0 3.17
ox* + oy* ( )

Sendo o nimero de Reynolds definido por:



e As equacoes de conservacao da quantidade de movimento

a) Na direcao x

ou* Lou* Lou* ap*
+u +v = -

o Y or TV oy T Tor Re

b) Na diregao y

ov* L, OV L ov* op*
+u +v = -

e A equacao de Poisson para a funcao de corrente

822/1* N azw* .
8:1:*2 ay*Q -

e A equacao do transporte para vorticidade

Ow* Ow* ow* 1 [0%w*
89&*2

oy* " Re

Ou na forma do operador laplaciano:

ow*  O0Y* dw*

1

1

o o oy oy Re

(
(

d*u*

927 " oy

0?v*

o*u*

0?v*

+ [
a$*2 ay*Q

*w*

ay*2

V2w* = Re (

3.4 Modelagem da turbuléncia

o* &u*)

ot T Oy 0x Oz oy

)

)
)
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(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

A turbuléncia é um dos mais importantes problemas de engenharia ainda sem

solugao exata. Nao existe teoria geral pela qual esse fenomeno possa ser tratado para

todas as configuragoes de interesse. Sabe-se que as equacgoes de Navier-Stokes, juntamente

com as equagoes da continuidade e da energia, governam os escoamentos turbulentos.

Porém, mesmo considerando os recentes avangos computacionais, nao é possivel ainda

a solucao numérica das equacoes descrevendo numerosas aplicagoes praticas.

Mesmo

geometrias simples requerem elevado esforcos computacionais e dependem das informagoes

provenientes de observagoes experimentais [27].
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3.4.1 Equagoes de Navier-Stokes como média de Reynolds - RANS

Uma grande variedade de modelos de turbuléncia com média de Reynolds foi pro-
posta ao longo do ultimo século, desde modelos rudimentares, como os modelos algébricos,
até os mais elaborados modelos diferenciais de transporte de tensao de Reynolds. A
existéncia de uma grande quantidade de modelos de turbuléncia baseados na técnica de
decomposi¢ao de Reynolds torna dificil definir um critério tinico que permita uma dis-
tincao adequada entre eles. Alguns desses modelos, por exemplo, nao utilizam o conceito
de viscosidade/difusividade, mas empregam equagoes diferenciais para o transporte de
“entidades” que caracterizam a turbuléncia, tais como a quantidade de movimento , w;u;
e o fluxo de propriedades escalares associadas ao escoamento, u;p, onde  representa um
escalar qualquer.

Modelos que empregam equacoes de transporte para “quantidades”que caracte-
rizem o estado de turbuléncia do escoamento foram desenvolvidos para levar em consi-
deracao o transporte da turbuléncia. Estas “quantidades”, que caracterizam a turbuléncia,
podem ser chamadas “entidades turbulentas”.

Os modelos de turbuléncia baseados na decomposicao de Reynolds, sao também
conhecidos como modelos RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes). A denominacao
“RANS”se deve ao fato das varidveis das equacoes de Navier-Stokes serem decompostas
numa parte média e outra flutuante.

O campo de velocidade instantaneo de um escoamento turbulento é descrito pelas
equagoes de Navier-Stokes. Aplicando a decomposicao de Reynolds as quantidades do
escoamento, presentes nas equagoes de governo, e realizando o procedimento de média,

obtém-se:

gu 0w G0N 9 0 (0 ) 9 (WO ) (324
P\at " %x "oy ) T or T ax \Mar P Foy —P4° ‘

gu GO0 G0uN 9 0 (00 Y+ 9 (L2 ) (3.25)
P\at ™0z "y ) T "oy Tax \Mor P ar Moz 7 ‘

Estas equagoes sao conhecidas como as equagoes de Reynolds (RANS) e diferem da
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equacao original (Navier-Stokes) apenas pela presenga da média do produto das flutuagoes
de velocidade pu/v’, o chamado tensor de Reynolds. Este termo representa a transferéncia
de quantidade de movimento adicional, causada pela turbuléncia. Embora pu/v’ tenha
origem na nao linearidade dos termos de inércia da equagao de Navier-Stokes, geralmente
agrupa-se estes termos a tensao viscosa. Por este motivo e, também, pelo seu papel
de aumentar a difusividade da quantidade de movimento, os componentes do tensor de
Reynolds sao algumas vezes chamados de tensoes turbulentas.

Dentro desta classe de modelos, a parametrizacao das incégnitas turbulentas (por
exemplo, u/v') é feita através de equacoes algébricas diferenciais, relacionando-as com
propriedades do escoamento médio (normalmente com g—g). Estas parametrizacoes em-

pregam o conceito de viscosidade/difusividade turbulenta e o conceito de comprimento

de mistura.

3.4.2 Modelo de comprimento de mistura de Prandtl

Em 1925, Prandtl formulou uma hipdtese para a modelagem da viscosidade turbu-
lenta - que é em fungao do escoamento e nao uma propriedade inerente ao fluido. E um
modelo no qual a viscosidade turbulenta é avaliada através de expressoes algébricas, nao
envolvendo equacoes diferenciais de transporte. Prandtl imaginou que em um escoamento
turbulento, porc¢oes de fluido movimentam-se durante um determinado tempo, e assim
também em um determinado comprimento, com a mesma quantidade de movimento. De-
pois eles se dissipam e tornam a se agrupar.

A distancia média em que estas porcoes se conservam ele chamou de Comprimento
de Mistura. Muitos experimentos mostraram que este modelo supoe condicoes ideais
em um escoamento turbulento, muito mais do que no modelo dos movimentos térmicos
na teoria cinética de gases. Nao obstante, em muitos casos foi possivel encontrar uma
aproximacao aceitavel a tensao turbulenta.

Matematicamente, as velocidades sao tratadas como contendo duas componen-
tes, uma média e independente do tempo e outra levando em conta as flutuagoes, como

indicado abaixo:
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u e v sao respectivamente, as velocidades na direcao x, paralela a dire¢ao do escoamento

e na direcao y, perpendicular a x. Nessas expressoes o primeiro termo é o valor médio e

o segundo corresponde a flutuagao.

Para escoamento bidimensional em canal, existe uma tensao turbulenta aparente,

devido ao deslocamento do fluido para pontos de diferentes velocidades, definida por:

Caso nao houvesse gradientes de velocidades no fluido, era de se esperar que essa

tensao fosse zero. Por isso é razoavel admitir que:

P
uwv' o« a—z (3.27)

O fator de proporcionalidade é definido como difusividade turbulenta da equagao

da quantidade de movimento, €, :

o
W = —sMa—z (3.28)

Em escoamentos laminares, ©' = v =0, ouseja, u =u, v =0 e ey =0
Entre os varios métodos para a avaliagao da difusividade turbulenta, £, a teoria
do comprimento de mistura de Prandtl é a mais simples e conduz a resultados adequados
para a camada limite externas. Essa teoria postula, que a difusividade turbulenta, ,;, é
proporcional ao médulo do gradiente de velocidade na direcao normal ao escoamento:
en = 120t (3.29)
dy
O campo da viscosidade turbulenta é levantado ao se considerar o comprimento de

escala caracteristico como sendo o comprimento de mistura, [, e a velocidade caracteristica

como sendo proporcional ao gradiente de velocidade média. Deste modo, a viscosidade

turbulenta é dada por:
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He = PlQa_y (3.30)
vy = ZQg—Z (3.31)

Onde p é a massa especifica e [ é denominado de comprimento de mistura de Prandtl,
cujo valor deve ser determinado a partir de resultados experimentais. Prandtl considerou
que [ para regioes nao muito distantes da parede, deveria ser proporcional a distancia y

da parede:

[ = ky (3.32)

Sendo k a constante de Von Karman (préximo a parede k ~ 0.41).

Como a distribuicao do comprimento de mistura é prescrita a partir de dados
experimentais, variando como o tipo de escoamento, no entanto a falta de generalidade
dos dados levantados é uma das principais limitagoes do modelo. Existe uma base de
dados experimentais significante para escoamentos simples, tais como camada limite e
escoamentos cisalhantes. Contudo, especificar o comprimento de mistura em escoamen-
tos complexos é particularmente dificil, pois nao ha dados experimentais para estima-lo

apropriadamente.

3.4.3 Equacao da vorticidade com o termo turbulento

Como foi usada a formulacao fungao corrente-vorticidade e o presente estudo se
trata de um escoamento turbulento, segue abaixo a equacao da vorticidade com o termo
relacionado a turbuléncia do escoamento - eddy viscosity, apresentada em coordenadas

cartesianas e na forma conservativa:

Ow  Ow  Ow Pv+urw v+ 1w
e + U + va—y = ( 527 + Y ) +P (3.33)
Onde:
v; € a viscosidade dinamica turbulenta ou a difusividade turbulenta e
ou 0%y ou ov\ v, Ov oy
—9 |22 = _ == - 3.34
[ {&y 0x? <8x 8y) 0xdy N oz 8y2] (3:34)
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Onde, segundo o trabalho de Christensen [28], os termos de segunda derivada em P podem
ser desprezados, resultando em P = 0.

Adimensionalizada, a equacao da vorticidade turbulenta, se torna:

ow* ow* ow* 1 _, Re
5 +u o +v o Relv [( + Ret>w} (3.35)
Onde:
Voo L
Rey = 272 (3.36)
w
Vool VoL
Rey = V=% — (3.37)
Mt W

3.5 Descrigcao Lagrangeana - Movimento das particulas

A dinamica de particulas em um fluido constitui um grande campo de estudos
em mecanica dos fluidos. Este campo provavelmente foi iniciado a partir da andlise de
Stokes, realizada em 1851, para o movimento de translacao de uma esfera em um meio
infinito com ntmero de Reynolds tendendo a zero. Os trabalhos pioneiros da época de
Stokes provavelmente foram motivados pela analise do movimento de translagao de uma
esfera presa a um fio (péndulo) com vista a determinagao da forca de resisténcia que o ar
causava na esfera [29].

Com o desenvolvimento tecnolégico e industrial ao longo dos ultimos 150 anos, o
movimento de particulas em fluidos mudou o foco da aplicagao para area de processos
que envolvem particulas ou escoamentos multifasicos em geral.

Neste trabalho um modelo one-way coupling foi usado, este leva em conta apenas
os efeitos da fase continua na dispersa. Os efeitos da fase continua sao tomados pelo
calculo das forcas relativas da fase continua atuando na dispersa. O conhecimento das
forcas que atuam numa bolha isolada de um campo de escoamento é de fundamental
importancia para a modelagem de escoamentos dispersos.

O movimento de uma bolha isolada num campo de escoamento transiente é descrito
pela acao combinada das forgas de campo e de superficie que atuam na interface bolha-
fluido. Estas forcas sao a de arrasto, de sustentacao, de massa virtual, de Basset, entre

outras. Aplicando estas forcas na segunda lei de Newton para cada bolha, a aceleracao
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de cada bolha no passo de tempo da simulagao podem ser expressadas como se segue:

dx
d_tb S (3.38)
du
d—tb = (3.39)

dub
mp <E> = Z Fb = Fdrag + Elft + Fbuoy + Fbasset + Fvirtualmass (340)

Onde u;, é a velocidade da bolha e my; a massa da bolha. >  Fj é a soma das forgas
exercidas pelo fluido nas particulas, Fy,.4 a forga de arrasto, Fy;¢ a forca de sustentagao,
Fyasset ¢ a forca de Basset, Fj,oy ¢ a forca de empuxo e Firiyaimass ¢ @ forca devido a forca

de massa aparente.

1
Farag = §plAde|Ub — | (up — wy) (3.41)
Flift = mlcl(ub — ul) x V X Uy (342)
Fbuoy = (mb - ml)g (343)
1 Du du

Fvirtualmass = _§Cvmml (Ttb - d_tl> (344)

3 T Ly — w) + (up — w)
Fasse = 3 DQ\/ / dt d 3.45
b t 206 bV TP 0 [ \/ﬁ T ( )

P € a massa especifica da fase liquida, A, é a area da bolha, ¢, = % é o coeficiente de

sustentagao da bolha, u, é a velocidade da bolha, u; é a velocidade do escoamento (fase
liquida), m; é a massa da fase liquida, my, é a massa da bolha e % ¢é a derivada material.
Cada termo do lado direito da equagao 3.40 esta associado a um mecanismo fisico.

Enumerando-os de um a cinco, eles sao:

e Forca de arrasto da particula: E introduzido um coeficiente para a forca de arrasto,
cq4, para poder associar uma dependéncia deste termo com Re,. Normalmente a
definicao de coeficiente de arrasto é separada em aplicacoes para esferas solidas e
para esferas fluidas (gotas ou bolhas). Esta distingao é necessiria, uma vez que as
gotas e as bolhas podem ser deformadas ou mesmo quebradas pela acao das forgas

do meio continuo.

Uma correlagao do coeficiente de arrasto da bolha, ¢z, uma fungao do niimero de
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Reynolds da bolha determinado experimentalmente por Haberman [30], é dada por:

24
= = (1+0.1R"™ 3.46
Ca = (14 0-1RET) (3.46)

Isso para Re, < 1000. Para Re, > 1000 os efeitos viscosos sao suplantados pelos
efeitos inerciais e o coeficiente de arrasto passa a ser uma constante. Esta regiao
se estende de 1000 < Re, < 10° e é denominado por regime de Newton, sendo que
cqg ~ 0.45. Para Re, > 10°, a camada limite laminar pode passar para o regime
turbulento com consequente queda no ¢;. Entretanto dificilmente ha aplicacoes

praticas para Re, > 10°.

Johnson [31], realizou simulagoes lagrangeanas de bolhas de cavitagao se movendo
a volta de um corpo e incluindo a for¢a de arrasto com um coeficiente de arrasto
determinado por Haberman [30] e também a contribui¢ao da mudanga de volume
da bolha no tempo para a forca virtual. Thomas [32] incluiu as contribuigoes devido
a forga de sustentagao, com uma constante de sustentagao, ¢4 = 0,5. Auton [33]
mostrou que a constante de sustentacao, ¢y de 0,5 é apropriada no limite inviscido
e mostrou também que as contribuicoes para forca virtual e aceleracao do fluido; a

derivada material é um termo apropriado para a aceleracao do fluido.

As expressoes analiticas para equacao de movimento da particula para nimero de
Reynolds finito sao mais complexas, porém, ainda limitadas para aplicacoes praticas,
uma vez que todas as expressoes se originam de expressoes assintéticas do regime de
Stokes. Rigorosamente, nao se dispoe de um modelo exato para o regime Re, > 1,
onde ocorrem a maioria das aplicacoes de interesse pratico. Outros fatores que
limitam a equacao de movimento da particula além do regime de Re, sao: a forma
da particula, que nem sempre é esférica; o fato de a particula nao ser sélida, mas que
pode ser constituida por um fluido, como no caso deste trabalho - bolhas e também a
presenca de uma populacao de particulas reduzindo a distancia livre entre particulas

e criando um acoplamento entre particulas.

Forga de sustentacao: Uma bolha escoando em um fluido estd submetida a uma
forca de sustentacao e de arrasto. Essas duas forgas, na maioria das particulas, ou
corpos aerodinamicos, vém casadas. A forca de sustentagao é originada pelo efeito

de rotacao do escoamento da fase continua sobre as bolhas; Um corpo subemtido a
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uma corrente rotacional, estara sujeito a uma rotacao, que induzira uma distribuicao
de pressao assimétrica em torno do mesmo, gerando uma forca transversal a diregao

do escoamento.

¢ ¢ um coeficiente dificil de estimar de forma tedrica devido aos gradientes de
velocidade local. Para o caso de um escoamento inviscido ao redor de uma esfera,
¢ = 0.5, porém quando se considera a viscosidade da fase continua e a presenca de

bolhas no escoamento, este coeficiente pode adotar valores entre 0.01 e 0.05 [33].

Para um referencial que se move com a particula define-se a velocidade relativa,
u, = up — u;. A forca de arrasto age na direcao paralela a u,, mas no sentido

contrario, enquanto a forga de sustentagao é sempre ortogonal a forga de arrasto.
Forga de empuxo da particula.

Forga devido a massa virtual da particula: Quando bolhas se movem em um campo
liquido com velocidade nao uniforme, este acelera parte do liquido de sua vizi-
nhanca. Devido a aceleragao induzida do movimento da bolha, o liquido a volta da
bolha experimenta uma forca extra que é devido ao movimento de uma estrutura de
referéncia nao-inercial, chamado de forga de massa virtual (Figura 8). Pode ser en-
fatizado que embora o movimento da bolha com uma velocidade terminal constante,
também acelera parte do liquido da sua vizinhanca mas isso nao é resultado de uma
forca de massa virtual. O conceito de forca de massa virtual pode ser entendido
considerando a troca na energia cinética de um fluido de uma esfera em aceleragao.
Em escoamentos potenciais, a aceleragao induz a uma forga resistente na esfera igual

a metade da massa do fluido deslocado vezes a aceleracao da esfera.
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Figura 8 - Forga de massa virtual para apenas uma bolha [4]

O coeficiente ¢,,, chama-se coeficiente de massa virtal e corresponde a fracao de
volume do liquido que é acelerado com a bolha. Este coeficiente é geralmente de-

pendente da forma da bolha.

Forca de Basset: E um termo que retém a memoéria da forca aplicada no escoamento.
Ela é causada pelo atraso entre o desenvolvimento da camada limite na superficie
da particula e a mudanca da velocidade relativa. A forca de Basset depende da
“historia” da aceleracao relativa até o tempo presente, portanto, ela é também de-
nominada de termo de histéria da forca. O efeito da forca de Basset é reduzir a
aceleracao do movimento relativo e, portanto, aumentar o tempo requerido para
atingir a velocidade terminal. E introduzido um coeficiente para a forca de bas-
set, ¢, para poder associar uma dependéncia deste termo com Re,. No regime de
Rey, — 0 o valor esperado do coeficiente ¢, é unitario. Entretanto para estender a

aplicacao da forca para regimes de Reynolds finitos, o coeficiente ¢,, é dado por:

0.52

=0.4 —_—
cp =0 8+(1+Ac)3

(3.47)

Onde A, é um parametro de aceleracao achado experimentalmente e é definido por:
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)2
4, = e u)]” (3.48)
d—tb(ub — Ul)

Note que A. diminui se a velocidade relativa diminui ou se aceleracao aumenta.

Note também que, no limite, quando A, — 0, ¢, — 1.

Em modelos eulerianos-lagrangeanos aplicados em escoamentos de um gas carregado
de particulas ou de um liquido carregado de bolhas de gas em regime turbulento,
ha a necessidade de se empregar o termo de Basset para melhor capturar o efeito
que as particulas causam na turbuléncia e para estudar a dispersao turbulenta nas

particulas.

3.5.1 Relacao entre a aceleracao do escoamento do liquido e aceleracao da bolha

Quando se trata de um referencial girando, a expressao abaixo é levada em consi-

deracao, adicionando-a a aceleracao relativa ao referencial rotativo. Assim temos:

ds?
ai:ar+2qu+Qxer—Exr (3.49)
Como (2 é constante entao a equacao 3.49, fica:
a;i=a, +20 x u+Qx Qxr—Q2r (3.50)

Onde o termo a; e a, representam a aceleracao no referencial inercial e no referencial

girando, respectivamente e o termo r representa o raio.

3.5.2 Modelo de Rayleigh-Plesset - Evolucao do raio da bolha

A dinamica de bolhas de vapor de forma esférica, expressas pela equacao de
Rayleigh-Plesset, foram estudadas seguindo os trabalhos originais de Rayleigh [19] e Ples-
set [34]. A teoria foi resumida na equagao diferencial para o raio da bolha R(t) por
Gilmore [35], estendida e refinada por muitos outros pesquisadores. Antes, estudos expe-
rimentais e analiticos foram feitos por Haberman [30] e outros pesquisadores.

O modelo das equacoes de Rayleigh-Plesset para o crescimento temporal e o colapso
das bolhas esféricas de vapor acontece em ambiente isotérmico. Difusao do gas e os efeitos

da transferéncia de calor sao desprezados. A lei isentrépica (aquela em que a entropia
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do sistema permanece constante) é assumida para gis nao condensavel dentro da bolha.
Algumas modificagoes que foram feitas por Hsiao [36] consideram uma velocidade de
deslizamento entre a bolha e o fluido, e um campo de pressao nao uniforme ao longo da
superficie da bolha, chamada de equacao da pressao da superficie média. Resultando na
equagao diferencial para a dinamica da bolha, como formulado em Chahine [37]:

20 4,ul de

=D =P~ 5 T p (3.51)

R
b Ry, R, dt

2R, 3 (de)2
Pl

a2 o\ o

Onde Ry € o raio da bolha, p, e ps sao a pressao dentro e fora da bolha respectivamente,
o a tensao superficial da bolha, u; e p; sao a viscosidade e a massa especifica do liquido,
respectivamente. Para estimar p,, é geralmente assumido que a bolha contém alguns
gases contaminantes que expandem ou contraem de acordo com o processo adiabatico ou
processo isotérmico [2]. A pressao dentro da bolha, py, consiste na contribuigao da pressao

do gés p, e a pressao de vapor p,.
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4 METODO DE VOLUMES FINITOS COM MALHAS NAO
ESTRUTURADAS

Este capitulo descreve a metodologia empregada para a solucao numérica das
equagoes governantes que descrevem o escoamento da fase continua; comecga apresen-
tando um breve histérico do desenvolvimento e utilizagao do método de elementos fini-
tos/volumes finitos, bem como a idéia basica do método e, no apéndice A, a solugao da
equacao do transporte para a vorticidade utilizando uma abordagem em volumes finitos.

O método de volumes finitos é uma técnica numérica muito usada para resolver
equagoes governantes do escoamento de fluidos Newtoniano e nao-Newtoniano. A idéia
do método é discretizar as equagoes governantes sobre um volume de controle e dentro
de um dominio de tempo para formar um sistema de equacoes algébricas. Neste traba-
lho, a discretizacao das equacoes governantes foi feita usando malhas nao-estruturadas
bidimensionais baseados em triangulos como elementos. A vantagem de usar malhas nao-
estruturadas, em comparacao com malhas estruturadas, esta no fato de que geometrias

complexas podem ser estudadas sem a necessidade de refinamento desnecessario de malhas

O uso de malhas nao estruturadas mais frequentemente esteve associado ao método
de elementos finitos, geralmente empregando malhas triangulares. Um dos trabalhos
pioneiros utilizando volumes finitos em malhas triangulares é o de Winslow [38].

Recentemente, um grande esforco de pesquisa vem sendo aplicado para o desen-
volvimento de métodos numéricos para o escoamento de fluidos nos quais malhas nao
estruturadas sao usadas juntamente com o método de volumes finitos [39], [26], [40], [5],
[6], [27], [41].

Tais métodos tém recebido a denominagao de “Control Volume Based Finite Ele-
ment Method”, em primeiro lugar, pelo uso de malhas nao estruturadas triangulares que
dao origem aos volumes finitos, também denominados volumes de controle, e, segundo,
pelos passos seguidos na formulacao, semelhantes aos da formulacao classica de elementos
finitos. Volumes de controle centrados nos vértices dos triangulos da malha nao estrutu-
rada podem ser criados de duas formas distintas [5]. Uma delas utiliza a triangulacao de
Delaunay e da origem aos diagramas de Voronoi. A outra utiliza o método das medianas

e d& origem a diagramas mais gerais, como os empregados em Baliga e Patankar [39],
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Baliga, Phan e Patankar [26] e Prakash e Patankar [40].

O uso de malhas nao estruturadas para discretizacao de dominios esta cada vez
mais presente nos métodos numéricos. Isto se justifica pela facilidade de adaptacao destas
malhas em geometrias complexas, permitindo que refinamentos locais possam ser feitos
em regides especificas [6], [5].

Para a mecanica dos fluidos computacional, revelam-se bastante promissores os
métodos que possuem maior versatilidade geométrica e que utilizam técnicas de balanco
de conservagao das propriedades no volume de controle na forma integral, como o método
de Volumes Finitos [42].

A malha utilizada no processo de solugao é uma malha nao estruturada triangular
gerada por Triangulacao de Delaunay e os métodos empregados sao: para a equacao de
Poisson para funcao de corrente e para a equagao do transporte para a vorticidade.

O conceito chave usado durante toda a formulagao de volumes finitos é o principio
de conservacao de uma determinada quantidade fisica expressa pelas equacoes governantes
sobre qualquer volume finito, também denominado volume de controle [43]. O dominio
do escoamento é discretizado em um conjunto de volumes de controle nao sobrepostos,
que podem ser irregulares no tamanho e na forma.

Os valores de uma variavel dependente sao armazenados no centréide dos volumes
de controle, ou seja, nos vértices dos triangulos da malha. As equagoes discretizadas da
variavel dependente sao obtidas integrando as equacoes governantes sobre cada um dos
volumes de controle do dominio. O processo de discretizacao torna-se mais conveniente
reconhecendo-se o fato que todas as equacoes governantes relevantes possuem uma forma

comum, isto é, a forma da equacao geral do transporte:

o 0 0 0o
5 (A®) + m—(Au®) = 5 (F%> + S (4.1)
— N ~~ N ~~ i termo fonte

termo transiente  termo convectivo termo difusivo

Onde o simbolo ® refere-se a uma variavel dependente que pode ser a componente de um
vetor, um tensor ou mesmo um escalar. Os coeficientes A e I' tém significados diferentes
para cada variavel dependente, e Se é chamado de termo fonte, que engloba todos os
termos que nao podem ser acomodados nos termos convectivos e difusivos, e é especifico
a um ® particular.

Integrando-se a equacao geral do transporte sobre o intervalo de tempo dt e o
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respectivo volume de controle com o volume genérico AV e a area das superficies do
volume C'V | e usando o teorema da divergéncia de Gauss sempre que possivel, a equagao
integrada de uma variavel dependente particular sobre cada volume de controle pode ser

discretizada como:

/ / A avar + / / Ty - e dQt = / SpdVdt (4.2)
st Jay Ot 5t J Qs st Jav

Onde

0P

denota o fluxo total (convec¢ao mais difusdo) que passa através da face com ny que é o
vetor unitario que aponta para fora.
Supondo que o valor no né central P do volume de controle prevalece sobre todo

o volume de controle para os termos que nao sao explicitamente uma funcao da posicao,

tal como o termo da derivada temporal, %—‘f, o termo fonte Sg, e adotando a férmula de
Euler implicita atrasada de primeira ordem sobre o intervalo de tempo ¢, em vista de sua

simplicidade e estabilidade incondicional para calculos numéricos, temos:

ap(®, — 7) + / Jp -0, dQ =S, + S,®, (4.4)
Onde
A
ay = AV (4.5)

Onde o sobrescrito n denota os valores resultantes do nivel de tempo anterior e a in-
tegral no volume do termo fonte sg, que geralmente é dependente da prépria varidvel
dependente, foi linearizada como uma funcao de ¢, com S, sendo a parte que nao de-
pende explicitamente ®, com Ep o coeficiente de ®,. O overbar(sobrebarra) indica que
os valores aplicados sao avaliados usando o campo conhecido no tempo n (ou da iteragao
precedente).

Agora, o unico termo integral restante é aquele que envolve o fluxo total J,. Uma
vez que conhecemos os valores da variavel dependente nas faces do volume de controle a

partir de uma esquema de aproximacao da variagao espacial apropriado (isto é, a fungao
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de interpolagdo baseada no volume de controle) que relaciona o fluxo total J, em cada
face do volume de controle aos valores da variavel dependente nos nés vizinhos, entao esta
integral pode ser manipulada usando o valor multiplicado pela respectiva area da face.
Assim, a forma final da equacao integrada, ou seja, a equacdao de aproximacao
algébrica que estabelece a relagao do valor ®, no né central P com os valores dos nds
dos seus vizinhos, é determinada e pode ser simbolicamente expressa em uma forma

generalizada (nominalmente linear) para cada um dos volumes de controle do dominio:

ay®p =Y Py + S, + al®) (4.6)
nb
com
a, = Z anp + ay — S, (4.7)
nb

Onde a soma deve ser feita sobre todos os nés vizinhos nb dos nés centrados em P. Os
coeficientes a,,;, sao fungoes das variaveis dependentes e seus conteidos dependem de como
estabelecer a relacao entre o fluxo total, J,. e os valores da variavel dependente nos nés
vizinhos, dependendo, assim, tanto da forma do volume de controle usado quanto do
esquema de aproximagao ao adotado. Sao estes coeficientes que determinam a exatidao
espacial da solugao final.

Apés ter executado as etapas acima mencionadas para cada um dos volume de
controle no dominio, cada um dos nés no dominio do escoamento tem sua propria equacao
discretizada como a equagao 4.6.

Conforme mencionado anteriormente, para obter os volumes de controle elemen-
tares a partir de uma malha nao estruturada, dispoe-se de algumas técnicas. Uma delas
¢ o método das medianas, onde os volumes sao gerados a partir de uma triangulacao,
que pode ser uma triangulacao qualquer ou a triangulacao de Delaunay. Esse processo
de obtencao dos volumes serda empregado no modelo numérico a ser desenvolvido neste

trabalho.

4.1 Método das medianas para a construgao dos volumes de controle

Uma forma de se obter os volumes de controle nao estruturados é através do

método das medianas. Apesar deste trabalho empregar malhas Delaunay na simulagao
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de escoamentos, o método das medianas é geral e pode ser aplicado a qualquer tipo de
malha triangular, para a construcao dos volumes de controle.

Considere a geometria mostrada na Figura 9(a), discretizada utilizando uma tri-
angulacao e sobre a qual serao construidos os volumes elementares utilizando o método

das medianas.

(a) Malha triangular (b) Malha triangular e volume de

controle

Figura 9 - Exemplo de malha triangular e os volumes de controle associados a esta malha

Esse método consiste em ligar os centréides dos triangulos com os pontos médios
dos lados dos triangulos. Uma vantagem desse método é que utilizando os centroides dos
triangulos para gerar os volumes de controle, fica assegurado que nao existird volumes
de controle exteriores & malha, e mais, a area de cada volume de controle interior a um
determinado elemento triangular é exatamente igual & um terco da area do elemento, o

que simplifica os célculos.
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5 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES GOVERNANTES

5.1 Discretizagao da equagao do transporte

A equacao 3.35 (equagao do transporte para vorticidade) foi discretizada usando

o método de elementos finitos/volumes finitos com uso de malhas nao-estruturadas.

8w+ 8w+ a—wzivﬂ(wr%)w} (5.1)

ot " "or U@y Re, Re;
Dw 1 1
Dw R p
Dt~V (Rel Ret> Ve (5:2)
Dw 1 1
5= (G m) ™) 53
M

Assim, escrevemos a equacao 5.3 usando a notacgao de fluxo J, como:

_Dw

V-J=— 5.4
que integrada no volume, resulta em:
D
/ VJdv = | Z2av (5.5)
v Jv Dt
Expregsrémo LE Exprezsréo LD

Aplicando o Teorema da Divergéncia de Gauss na Expressao LE, essa integral no

volume resulta em uma integral de superficie:

/J~ndS: Dw oy (5.6)
Expressao LE = / J -ndS (5.7)
s

Onde n é um vetor unitario normal a S que aponta para fora e S é a fronteira fechada do
volume V.
O lado esquerdo (Expressao LE) e o lado direito (Expressao LD) da equagao 5.6

serao desenvolvidos separadamente.
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Primeiro o calculo da expressao LE. Para isso, a integral de superficie, calculada

no volume de controle do vértice 1 (vide Figura 28, Apéndice A), resulta em:

0 c
/ J -ndS +/ J -ndS + [Contribui¢oes de outros elementos associados ao no 1] =0

a 0
(5.8)

Dai estabelecendo-se uma funcao de interpolagao para w, é possivel calcular o fluxo

w=Ax+By+C (5.9)

Com os valores de wy, wy e ws e os valores das coordenadas (x,y) nos pontos 1, 2 e
3, é possivel encontrar os valores das constantes A, B e C, da seguinte maneira: em
(z,y) = (z1,y1), tem-se que w = wy, em (x,y) = (T2,¥2), tem-se que w = wy e em

(z,y) = (x3,y3), tem-se que w = ws. Substituindo esses valores na equacao 5.9, obtém-se:

wy = Azy + By, + C
Wy = AIQ + By2 + C (510)

w3:A$3+By3+C

Essas trés expressoes podem ser escritas como o seguinte sistema linear:

1 Y1 1 A w1
T2 Y2 1 B = Wo (511)
r3 yz 1 C ws

cuja solugao resulta nos valores para as constantes A, B e C, cujo os calculos sao mostrados
na solucao da fungao de corrente (Apéndice A).

Lembrando que o vetor fluxo é dado por:

O 8“’) (5.12)

J = (Jx, Jy) = (Q%,&a—y

As componentes J, e J, resultam em:
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Jy =aA, J, =aB (5.13)

Seguindo a analogia da solucao da equacao A.2 foram calculadas as constantes
Ei;, 1 <i,7 <3, do elemento 123 para os volumes de controle associados as cada um dos

vértices 1, 2 e 3, é possivel reunir essas constantes em uma matriz E., 1 <i,5 < 3, assim:

El 1 E12 ElS
Ee = E21 EQQ E23 (514)
Es1 B3y Ess

Note que a matriz E, é simétrica.

Chamando

w1
We = Wo (515)
w3
O vetor das vorticidades no elemento 123, a contribuicao para os volumes de controle do

elemento 123, associada aos vértices 1, 2 e 3 do elemento e.

Uy
Ue = | uy (5.16)

us
O célculo da matriz F, é feito para cada elemento da malha. Portanto, é necessario
adicionar todas as contribuigoes devidas a todos os n elementos da malha. Assim o lado

esquerdo da equacao 5.5, resulta em:

Expressao LE = Kw (5.17)

Agora, expandindo o lado direito da equagao 5.5 (Expressao LD), usando o método

semi-lagrangeano, temos:

n+l _  n

. Dw Dw w W
E D= | =gy~ 2Y —p % 1
XPressao . Di av Di /V av ; Ve (5.18)

Assim igualando a Expressao LE e a Expressao LD, temos:
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Vie
At

V, V,
“1-K ntl L 2
(At )w (At wd> (5.20)

5.2 Meétodo semi-lagrangeano

I (0" —w)) =Kw"! (5.19)

A histéria do método semi-Lagrangeano data do final da década de 1950 até o
inicio da década de 1960 [44], [45], [46]. No entanto a utilizagdo de tal metodologia
para modelagem de problemas envolvendo escoamento de fluidos comecou mais tarde na
década de 1980 através dos trabalhos de Robert [47] e Pironneau [48], na qual problemas
convectivos foram predominantemente investigados.

Este método foi usado pela primeira vez em sistemas conveccao-difusao onde a
estabilidade numérica e grandes passos de tempo foram necessarios. Desde entao, esta
metodologia tem sido utilizada para atender a expectativa de grandes problemas serem
resolvidos relativamente com mais rapidez. Para finalidade meteoroldgicas, a predicao das
condigbes climdticas, o uso de grandes passos de tempo é essencial para eficiéncia [49].
Nas equacgoes de Navier-Stokes, entretanto, embora seu uso nao tenha sido tao frequente
até poucos anos atras, trabalhos recentes vém demonstrando sua elevada eficiéncia, prin-
cipalmente quando o escoamento ¢é caracterizado por alto nimero de Reynolds [50], [51].

E um método de fator de integracao em que esse fator ¢ um operador de advecgao.
Este operador é deslocado para um sistema de coordenadas em movimento a partir da
qual o proximo passo de tempo é calculado, seja uma funcao representada pela derivada

material abaixo na forma bidimensional como:

%C: = g—j + ug—;} + vg—z (5.21)

Em dinamica dos fluidos, as coordenadas de Lagrange controlam o escoamento
movendo os pontos da malha ao longo de sua trajetéria. No entanto, isso pode limitar
possiveis condigoes de simulacao, mesmo para baixa velocidade de escoamento, ja que
a trajetéria da particula pode ocorrer em um estado cadtico em um curto espaco de

tempo, provocando distorcoes inaceitaveis na malha. Assim para resolver um problema, o

método reinicializa o sistema de coordenadas em cada passo de tempo, consequentemente
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recuperando a malha original. O valor no passo de tempo atual é calculado de acordo
com a sua posi¢ao no passo de tempo anterior.
Seguindo a descrigao do método semi-Lagrangeano, a equagao 5.21 pode ser dis-

cretizada no tempo no ponto z; utilizando um esquema implicito de primeira ordem:

n+l _ , n
Dw w Wy

__ P
Dt At (5:22)

Onde w}; = w" (x4,t") e x4 ¢ chamado de ponto de partida. Na forma forte, a derivada
substancial é calculada ao longo da trajetoria caracteristica, assim achando o ponto xy4
pela solucao da equacao 5.22 no tempo anterior "™ > ¢ > " usando a condicio inicial
x(t"™1). De acordo com este esquema, a posigao inicial x; no tempo t"! é conhecido e
portanto é usado para achar o ponto x4, na qual a posicao nao é conhecida, usando a

seguinte expressao:

xy =xp — vIAL (5.23)

Dominio

Ponto de partida x4

Trajetoria do elemento
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Figura 10 - Trajetéria dimensional da particula da posicio do né atual w!™ até seu
correspondente ponto de partida w. O algoritmo implementado consiste em localizar
cada elemento anterior até achar o ponto de partida x;. O estado atual da implementacao

é linear, assim a trajetdria é aproximada por um segmento de reta [3]
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No contexto semi-Lagrangeano, um procedimento de pesquisa é necessario para
achar o ponto de partida desconhecido x; no tempo t". Este procedimento pode levar
a excessivo custo computacional se nao for bem pensado, por isso deve ser tratado com
muito cuidado.

Neste trabalho, a pesquisa deste procedimento é implementado usando uma rotina
interna do MATLAB, que localiza os pontos de partida na malha nao-estruturada e realiza

as interpolagoes necessarias. Resultando no valor wy a partir de w,.

5.3 Discretizacao da Equacao de Poisson da fungao de corrente

A equacao da funcgao de corrente,

V3 = —w (5.24)

é discretizada utilizando o método de volumes finitos (apéndice A), ou de forma equi-
valente, pelo método de elementos finitos (apéndice B), resultando na equagao matricial

abaixo:

Ky =—-Mw (5.25)
5.4 Condigoes de contorno

Quando se resolve sistemas de equacoes diferenciais parciais, as condicoes de con-
torno, juntamente com as condigoes iniciais, determinam a solucao particular do problema
que esta sendo estudado.

Neste trabalho foram usadas as seguintes condigoes de contorno:
a) Entrada do escoamento

Na entrada do escoamento utilizadas duas condigoes distintas:

1) Escoamento plenamente desenvolvido na entrada, muito usado nos testes de va-

lidacao com canal reto. Condicao de Neumann para funcao de corrente e vortici-

dade.
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2) Velocidade prescrita na entrada, usado na entrada do escoamento entre as pas.
Condigao de contorno é de Dirichlet para a func¢ao de corrente (perfil de velocidade

uniforme) e a vorticidade.

No caso do referencial girando w, = w.rgrarrva = —2€1,, onde €2, é a velocidade

angular do rotor. No caso do referencial parado, w, = 0.
b) Saida do escoamento

Na saida do escoamento temos uma condigao de contorno de Neumann com deri-

vada nula

n-Vy=0 (5.26)
n-Vw=0 (5.27)

c¢) Paredes sélidas

Produz-se uma condi¢ao de contorno de v prescrita nas paredes, impondo assim a
condicao de nao-deslizamento nas duas paredes. As condigoes de contorno empregadas,
para a funcao de corrente nas paredes superior e inferior do canal é admitida como sendo
1 =1e1 =0, respectivamente. O que implica que nao ha transferéncia de massa através
das paredes do canal e as fronteiras por si mesmas formam linhas de corrente.

Nas partes superior e inferior, temos condigoes de contorno para a vorticidade, essa
pode ser achada a partir da funcao de corrente. A funcao de corrente é constante nas

paredes. Assim a equacao da vorticidade em cordenadas cartesianas é definida por:
0?1 N 0?1
RN —_— = —Ww
ox2  Oy? v
Considerando, n a direcao normal e t a direcao tangencial do escoamento no canal

curvo, que é o caso do nosso estudo, a equacao da vorticidade se torna:

%y 0%
W + % = —Wy (528)

Em coordenadas polares esta mesma expressao se torna:
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0%y 10y 10%
2, 0% 10y 10%
vwiafr’?—i_r@r r2 0¢p?

— Wy (5.29)

Figura 11 - Malha do canal reto

Considerando a superficie solida localmente como sendo cilindrica e que ¢ nao

varia na direcao tangencial sobre a parede,

oY
% =0 (5.30)
e
0%
6?7& =0 (5.31)
Portanto, temos:

Py P 1 (5.32)
on2  orz2 Y ror '

Assim estimou-se w,, através da vizinhanca de v na parede e no interior usando
expansao de séries de Taylor para a expressao de v, usando a Figura 11, temos:
oY 0% An? 0 0% ¢?

_ A =0 Y AL '
=yt At o S 5 A (5.33)

Como, 1 é constante nas paredes superior e inferior, temos:

o _

8(;5_0
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Entao, a equagao 5.33 fica:

oy 1oy An?
P = —  An—|wy+-——— | — 5.34
Vi= vt an (w * r 8n> 2 (5:34)
g—;ﬁ é igual a velocidade na direcao tangencial que é nula. Assim, as condi¢oes de contorno

para vorticidade nas paredes inferior e superior, w,,, sao dadas pela seguinte expressao:

o (e —
w—2( pAn2 >

Figura 12 - Representacao dos locais onde foram definidas as condigoes de contorno do

canais com geometria reta e cuva, respectivamente

5.5 Discretizacao do movimento das particulas

No Capitulo 1, foram mostradas as equagcoes governantes do movimento das bolhas;
essas equacoes serao discretizadas na presente secao.

Assim temos a equacao da posicao da bolha dada por:

dx,
— = 5.35
dt e (535)

Discretizada como:
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n+1 n

s o= u (5.36)

Assim temos a equacao da aceleracao da bolha dada por:

dub

- 5.37
dt ap ( )
Discretizada como:
- .
thb = ab (538)

Assim, a expressao da equagao do movimento de Newton para monitorar e com-

putar a trajetéria das bolhas, fica:

dub DUf

mp dt+29><uf—ﬂr =my | 75 +nguf—92 - (5.39)
Ass. a rotagao Ass. a rotagao
C, Dub Du
e 20 X uy — O*r | — 20 X uy — Qz
mg 5 Dt + 11f Dt —|— uf
Ass. a rotagao Ass. a rotagao

7TDb2
4

1
—5Cary (wp — uy) [u, — uy]

Esta mesma equagao (equagao 5.39) na forma discretizada se torna:

2
My i, MfCom iy prCa ! mDy
— — = 5.40
Duf mClym, o
(my —myp)(2Q x up — Q%) + Atub +my D + AT uy +
chCvm DLIf prd _ 7TDb
> i T Wimowle
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6 VALIDACOES E RESULTADOS

Neste capitulo, foi feita a validacdo do escoamento bidimensional com base na
metodologia proposta para a solucao da fase dispersa e da fase continua em um canal
de geometria reta. Em seguida, foram apresentados os resultados do escoamento em um
canal de geormetria curva, que sao as geralmente encontradas em passagens entre laminas
de rotores de turbomaquinas do tipo radiais, para posterior andlise da trajetéria da fase
dispersa em ambos casos.

A Figura 13, mostra a malha do canal reto.

Figura 13 - Malha do canal reto

6.1 Validacao do perfil de velocidade do escoamento do canal reto

Foram comparados para efeito de validacao, os resultados obtidos na simulacao da
fase continua deste trabalho, no qual se utilizou o método de elementos finitos/volumes
finitos com malhas nao estruturadas, com varios problemas numéricos padroes da litera-
tura. O estudo foi realizado considerando um escoamento bidimensional, primeiramente
em regime laminar e depois adicionado um termo relacionado a turbuléncia e considerando
também as seguintes hipdéteses simplificadoras do problema: escoamento incompressivel,
isotérmico e em regime transiente num canal reto em primeira instancia - este caso € muito
usado para validacao de muitos métodos numéricos por causa de sua geometria simples e
sem a complexidade do campo de escoamento quando apresenta regices de recirculacgao.

Os codigos computacionais foram desenvolvidos em ambiente MATLAB; os resul-

tados apresentados tanto para escoamento laminar quanto para o escoamento turbulento,
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sdo consistente em comparagao com os trabalhos numéricos de Ghia [52]. O campo de
velocidade é apresentado na Figura 14 para o escoamento laminar e Figura 15 para o
escoamento turbulento. Uma excelente concordancia pode ser observada também entre os
contornos de vorticidade computados nas figuras subsequentes e os resultados encontrados

em Ghia [52].

Tabela 1 Alguns dados relacionados ao escoamentos dos dois casos simulados - Canal
reto

’ Casos ‘ Modelo de escoamento ‘ Numero de Reynolds, Re ‘ Velocidade méxima (m/s) ‘
Validacgao 1 Laminar 500 1.5
Validagao 2 Turbulento 10° 1.18

Figura 14 - Perfil de velocidade laminar para escoamento completamente desenvolvido

com Re = 500
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(b) Comparagao do perfil numérico adimensional, u* = 2= com o perfil
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Figura 15 - Perfil de velocidade turbulenta para escoamento completamente desenvolvido

com Re =5 x 10°

A Figura 16 mostra o campo de velocidade do escoamento laminar e turbulento,

respectivamente.
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Figura 16 - Campo de velocidade para o regime laminar e turbulento respectivamente

Ao contrario do escoamento laminar, as expressoes para o perfil de velocidade tur-
bulento sao baseados em andlises e medigoes, sao de natureza semi-empirica com restrigoes
determinadas através de dados experimentais.

Notar na Figura 16, que o perfil de velocidade do escoamento laminar é parabdlico
pois somente ha difusao molecular mas é muito mais completo no escoamento turbulento
com um achatamento proximo as paredes do canal.

Para o escoamento bidimensional em canal, foi primeiramente testado e validado
o escoamento em um canal de geometria reta e depois para um canal de geometria curva,
ou seja, aquelas geometrias geralmente encontradas em rotores de turbomaquinas do tipo

axiais.

6.1.1 Teste de malha

Um teste de refinamento de malha foi feito nesta secao, com objetivo de simular
o escoamento em um canal reto usando diferentes niimeros de pontos. Foram testados
malhas com 5, 10, 20 e 40 pontos resultando em um erro mostrado em escala logaritmica

conforme a Figura 17.
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Figura 17 - Grafico em escala logaritmica mostrando o erro em fun¢ao do nimero de

pontos da malha

6.2 Validagcao do campo de vorticidade do canal reto

O valor do componente w, do vetor vorticidade do escoamento,

ov Ou

foi apresentado nos capitulos anteriores. O vetor vorticidade é perpendicular ao plano
de escoamento, por isso isso estd representado com indice z - o plano do escoamento é
xy. Desde que o vetor é o rotacional do vetor velocidade, sabe-se também que ¢é livre
de divergéncia, nao havendo fonte ou sumidouro de vorticidade no préprio fluido. Ja na
equacao de transporte da vorticidade, facilmente se demonstra que o termo de geracao de
vorticidade é nulo em escoamentos bidimensionais. Isso tudo leva a conclusao que nao é
possivel gerar vorticidade em escoamentos bidimensionais. Os mecanismos de transporte
de vorticidade, presentes no caso de escoamentos bidimensionais, sao a difusao viscosa e
a convecgao.

Foi também realizada uma simulacao do escoamento em estudo sem utilizacao do
modelo de turbuléncia. A solucao convergiu para um escoamento laminar, mostrando a
correcao fundamental do modelo.

Na Figura 18 e Figura 19, sao mostradas duas vistas do campo de vorticidade,
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w,. Verifica-se que no caso do escoamento turbulento a vorticidade torna-se significativo
somente na regiao da parede. Contudo deve-se ressaltar que esta avaliagao é referente ao
campo de velocidade média. As pequenas ondulagbes nas partes superior e inferior sao

devido a imprecisao das condigoes de contorno para a vorticidade na parede, calculadas

no capitulo anterior.
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Figura 19 - Campo de vorticidade do escoamento turbulento

6.3 Validacao do método para monitoramento da trajetéria da bolha

A validagao do método para computagao e o monitoramento da trajetéria da bolha
foi feito usando a lei de Newton do movimento (equacao 5.41 discretizada), simulando
o comportamento da velocidade de apenas uma bolha em relacao a velocidade da fase
continua, considerando um comportamento senoidal (u = ug+sen(Qt) e v = vy+ sen(Qt))

para a fase continua. Os dados das simulagoes se encontram na Tabela 2.
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Foi constatado que devido a baixa massa da bolha, ela se movimenta com uma
velocidade maior que a da fase continua e a curva senoidal da bolha é bem mais acentuada
em comparacao com a curva da fase continua. Isso também explica o motivo das bolhas
de cavitagao terem a tendéncia de colidirem e consequentemente implodirem contras as

paredes da passagem. A Figura 20 e a Figura 21 ilustram esse comportamento:

Tabela 2 Dados relacionados ao comportamento da trajetoria da bolha
| Casos | velocidade da bolha (m/s) | velocidade do liquido (m/s) |
Caso 1 2.5 1.5
Caso 2 3.4 1.5

Yelocidade dabolha

Velocidade dafase continua

L L L L L L L L L
000l 0002 0003 0004 0005 0006 0007  000& 0.008 oot
t

Figura 20 - Velocidade da bolha e do liquido representadas em percurso senoidal, caso 1

Yelocidade dabolha
Velocidade dafase continua

L L L L L L L L L
000l 0002 0003 0004 0005 0006 0007  000& 0.008 oot
t

Figura 21 - Velocidade da bolha e do liquido representadas em percurso senoida, caso 2
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6.4 Resultado do escoamento em canal curvo

Aqui sao apresentadas algumas simulacoes do escoamento em canais de geometrias
curvas, primeiramente usando um referencial parado e depois com o referencial em rotagao,
afim de mostrar o comportamento do vetor velocidade e a trajetéria das bolhas ao longo
dos dois casos. Em todos os casos foi utilizado Re = 500 para o regime laminar e Re = 10°

para o regime turbulento.

Figura 22 - Parametrizacao do canal curvo

Os parametros 7., 1;, ¢, ¢; € o sao o raio externo, o raio interno, o angulo da
parede externa associada ao raio externo, o angulo da parede externa associada ao raio

interno e o angulo da entrada, respectivamente.

Onde n é o nimero de pas do impelidor.

6.4.1 Com referencial sem rotagao (rotor parado)

A Figura 23(a) mostra o campo de velocidade de um escoamento laminar e a Figura
23(b) o campo de velocidade de um escoamento turbulento ambos em um canal curvo,
considerando o rotor parado. Pode-se observar que ambos campos conservam o perfil de
velocidade dos escoamentos em canal com geometria reta e que a dire¢ao do escoamento
em ambos casos, tende a procurar a saida na parede superior direita do canal, isso devido

a presenca da grande espessura da camada limite na parede inferior.
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(a) Regime laminar (b) Regime turbulento

Figura 23 - Campo do vetor velocidade para o regime laminar e turbulento respectiva-

mente, 2, =0

Pode-se notar que a trajetéria das bolhas tende a seguir a direcao do escoamento,
porque além do referencial estar sendo considerado fixo, ou seja, sem rotacao, o desloca-
mento das bolhas é desencadeado pela acao das forcas devido ao movimento da fase liquida
conforme mostram as Figura 24(a) e Figura 24(b). Claro que a aceleragao da bolha é bem

maior que a da fase liquida em fun¢ao da sua massa conforme relatado anteriormente.

0sk-

05k

25 B 3.5 4 4.5 B 5.5 ) 25 B 3.5 4 4.5 B 5.5

(a) Regime laminar (b) Regime turbulento

Figura 24 - Campo do vetor velocidade para o regime laminar e turbulento com trajetéria

de bolhas, respectivamente, €2, =0
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6.4.2 Com referencial em rotacao

Neste caso, sao apresentados resultados obtidos para escoamento do canal curvo
considerando o referencial com rotagao angular constante, 2, = 0.5. A Figura 25(a)
e Figura 25(b) mostram o campo de velocidade para o caso laminar e turbulento, res-
pectivamente; Comparando os caso de referencial parado e em rotacao, observa-se que
particularmente no caso turbulento o regime de baixa velocidade é maior no caso com

referencial girando.

0sk-

05k

25 B 3.5 4 4.5 B 5.5 ) 25 B 3.5 4 4.5 B 5.5

(a) Regime laminar (b) Regime turbulento

Figura 25 - Campo do vetor velocidade para o regime laminar e turbulento respectiva-

mente, 2, = 0.5

As bolhas originadas na parte inferior e superior da entrada do escoamento tendem
a se afastar das paredes, se concentrando no meio do canal e seguindo o escoamento
procurando uma saida na parte superior da saida do escoamento do canal, mas no caso
1, as bolha mais préximas da parede superior tendem a colidir contra esta (parede) nas
proximidades da saida do escoamento, conforme mostram as Figura 26(a) e Figura 26(b);
Enquanto no caso 2, as bolha mais proximas da parede superior tendem a colidir contra
esta (parede) antes do meio do canal, no escoamento turbulento da Figura 27(a) isso
acontece bem no inicio do escoamento e no caso da Figura 27(b) isso acontece préximo a

metade do canal.
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(a) Regime laminar (b) Regime turbulento

Figura 26 - Campo da trajetéria das bolhas para o regime laminar e turbulento respec-

tivamente: Caso 1 (D, = 0.001m); 2, = 0.5

0S5k

05k

25 3 35 4 4.5 B 5.5 B 25 3 35 4 4.5 B 5.5

(a) Regime laminar (b) Regime turbulento

Figura 27 - Campo da trajetéria das bolhas para o regime laminar e turbulento respec-

tivamente: Caso 2 (D, = 0.005m); 2, = 0.5

Pode-se concluir que a colisao das bolhas ird ocorrer na parede superior. No caso de
bolhas com D, = 0.001m, nao ocorre grande diferenca entre o caso laminar e turbulento.
Ja com diametros maiores, no caso do escoamento turbulento, a tendéncia de colisao das

bolhas é mais acentuada que no escoamento laminar.
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CONCLUSAO

Neste capitulo é apresentado o resumo do trabalho, principais conclusoes referen-
tes a metodologia utilizada, aos resultados mostrados e sao apresentadas algumas reco-
mendagoes para possiveis trabalhos futuros relacionados.

O método numérico baseado numa abordagem Euleriana-Lagrangeana desenvol-
vido para analisar e estudar a trajetéria das bolhas no escoamento de uma fase liquida
se mostrou bastante eficaz para este estudo. Foi desenvolvido um cédigo computacional
usando método de elementos finitos/volumes finitos com uso de malhas nao-estruturadas
para a solucao do escoamento bidimensional na passagem entre as laminas de uma tur-
boméquina - foi utilizado um enfoque euleriano para a fase continua e um enfoque lagran-
geano para a fase dispersa. O método é denominado elementos finitos/volumes finitos com
uso de malhas nao estruturadas porque é demonstrado que as duas abordagens resultam
exatamente na mesma implementagao computacional.

A abordagem Euleriana-Lagrangeana é um método muito apropriado para invens-
tigagoes fundamentais de escoamentos bifasicos, uma vez que considera varios efeitos
relacionados a interacoes liquido-bolha. Outra vantagem dessa abordagem é de permitir
facil implementacao através da extensao do cédigo de simulagao do escoamento de uma
unica fase. Além disso, a incorporacao de uma distribuicao arbitraria de propriedades
da bolha é facil. O esforco computacional nao esta relacionado apenas com resolugao da
malha espacial mas também com a quantidade de bolhas que estao sendo monitoradas.

A validacao dos dados aqui apresentados mostram que o esquema proposto, repro-
duz resultados que sao qualitativamente consistentes. O método desenvolvido é adequado
para teste de modelos que usa dinamica de bolha e escoamento de liquidos.

O modelo proposto é adequado para escoamento isotérmico e sem troca de massa
entre as fases e o modelo de turbuléncia algébrico usado foi bastante simples, o de visco-
sidade turbulenta de comprimento de mistura de Prandtl e se mostrou bastante eficiente
na solucao desse tipo de escoamento.

Neste estudo, foram consideradas apenas a forca de arrasto, a forca devido a massa
virtual e a aceleracao do liquido. As bolhas sao indeformaveis, isto é, nao foi considerada
deformacao das bolhas pela acao das forcas externas e nem que as bolhas influenciam

o escoamento. A forca de arrasto tende a acelerar a bolha contra a parede enquanto a
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aceleracao do fluido afasta a bolha para longe da parede.

A trajetéria das bolhas proximas a regiao da parede em um escoamento com refe-
rencial parado se mostrou bem comportado, acompanhando o escoamento da fase liquida
tanto no escoamento laminar quanto no turbulento; As simulacées com outros diametros
de bolha se mostraram pouco diferentes entre si. A trajetoria das bolhas no escoamento
com referencial em rotagao mostrou que as bolhas préoximas da parede se afastavam lenta-
mente da parede superior e mais rapidamente da parede inferior. No caso 1 do escoamento
com referencial em rotacao, essa trajetdria leva a colisao contra a parede superior proximo
da saida do canal, diferente do caso 2 que a trajetoria das bolhas da parte superior apare-
cem muito préxima a parede colidindo assim contra a parede nas proximidades da metade
do canal.

Finalmente, a abordagem Euleriana-Lagrangeana utilizada neste trabalho, pode
mostrar todas as variaveis que se movem instantaneamente com as bolhas. Isto inclui
o conjunto das diferentes forgas que sao modeladas para agir na bolha, mudanga de ve-
locidade das bolhas, suas flutuagoes, etc. Esta abordagem pode ser considerada uma
ferramenta inteligente para teste de diferentes modelos com aplicacoes em engenharia
para comportamento fisico de bolhas se movendo na fase continua. Um entendimento e
uma descricao completamente satisfatéria do escoamento multifasico ainda nao é possivel
e isso explica a grande quantidade de correlacoes fenomenolégicas existentes para carac-

terizar diferentes escoamentos em diferentes configuracoes geométricas.

TRABALHOS FUTUROS

Além do desenvolvimento do cédigo numérico, pode ser focada a implementacao
de outros modelos de turbuléncia que leva em conta a viscosidade turbulenta ou modelos
de turbuléncia mais sofisticados e as forcas desprezadas neste trabalho como por exemplo,
a forca sustentacao e a forca de Basset, agindo na bolha.

Implementar um modelo de colisao (interacao bolha-bolha e bolha-parede), coa-
lescéncia, deformacao dessas através da tensao interfacial e o modelo de Rayleigh-Plesset,
ou seja, o modelo de crescimento e colapso da bolha; estes fatores poderiam ser levados

em consideracao tendo em conta casos reais.
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A APENDICE A - SOLUCAO DAS EQUACOES POR VOLUMES
FINITOS

De forma semelhante a outros métodos de obtencao das equacoes aproximadas
partindo-se das equagoes de balanco, o procedimento do método de volumes finitos consiste
na integracao da equagao diferencial na forma conservativa no volume de controle. Neste
caso, o volume de controle esta mostrado na Figura 28 onde vemos que ele é composto

por contribuicoes de diversos elementos do tipo 123.

Vb

5

Figura 28 - Volume de controle para o método da mediana [5]

Figura 29 - Elemento triangular [5]
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A.1 Solugao da fungao de corrente

Resolver a equacao A.2 pelo método de volumes finitos consiste em integra-la em

sua forma conservativa (também chamada forma divergente) no volume.

V) =0 (A1)
Py Py
ot Fr e 0 (A.2)

Assim, escrevemos a equagao A.2 usando a notagao de fluxo J:

-

V-J=0 (A.3)
que integrada no volume, resulta em:

/ V.- JdV =0 (A.4)
14

Agora, aplicando o Teorema da Divergencia de Gauss, essa integral no volume

resulta em uma integral de superficie:

/ J - itdS =0 (A.5)
S

Onde 77 é um vetor unitario normal a S que aponta para fora e S é a fronteira
fechada do volume V. O volume de controle estd mostrado na Figura 30 onde vemos que

ele é composto por contribuicoes de diversos elementos do tipo 123.

1
Naspe

6

S

Figura 30 - Volume de controle para o método da mediana [5]
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A.1.1 Calculo das contribuicoes

A integral de superficie, calculada no volume de controle do vértice 1, como o

ilustrado na Figura 30, resulta em:

0 c
/ J - ndS —|—/ J - 1idS + [Contribuicdes de outros elementos associados ao né 1] =0
a 0
(A.6)
Estabelecendo uma funcao de interpolacao para 1, é possivel calcular o fluxo j,

uma vez que ele depende das derivadas parciais de 1) ao longo das linhas a0 e Oc:

Y =Arx+ By +C (A7)

Com os valores de 11, 19 e 13 e os valores das coordenadas (x,y) nos pontos 1,

2 e 3, é possivel encontrar os valores das constantes A, B e (', da seguinte maneira:

em (z,y) = (z1,y1), tem-se que ¥ = 11, em (x,y) = (x2,y2), tem-se que 1 = 1, e em

(z,y) = (x3,y3), tem-se que ¥ = 3. Substituindo esses valores na equagao A.7, obtém-se:

Y1 = Ax1+ By + C
¢3:A$3+By3+0

Essas trés expressoes podem ser escritas como o seguinte sistema linear:

1 oy 1 A U
T2 Y2 1 B == wg (A 9)
x3 Yz 1 C 3

cuja solucao resulta nos valores para as constantes A, B e ', apresentados a seguir:

o L =) + (s — bm)@/)z (1 — y2)s] (A.10)
B [(z3 — 22)1 + (21 — 23)Y2 + (Y2 — 1)) (A.11)

D
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O [(22y5 — 23Y2) U1 + (231 _Dxlyg)% + (212 — Ty ) 1] (A.12)

D = (iClyz + Toy3 + T3Yy1 — Y122 — YoT3 — y3$1) (A-13)

Lembrando que o vetor fluxo é dado por:

- oy oY
J= (T dy) =~ == A.l4
é possivel obter as derivadas de 1 com relacdo a x e a y usando a funcao de

interpolagao A.7. Assim as componentes J, e J, resultam em:

Jp=—AJ,=-B (A.15)

Substituindo as expressoes da equacao A.15 na equacao A.6, é possivel calcular as

integrais ao longo de a0 e Oc:

0
/ J - 1dS = Jp (Yo — yo) + Jy(xa — 20) = A(Ya — Yo) + B(zo — z4) (A.16)
/ J - itdS = Jo(ye — yo) + Jy(x0 — xe) = A(yo — ve) + Bz — x0) (A.17)

0

Assim:

/ J - idS = Aya — ye) + Jy(Te — 4) (A.18)
S

A Figura 31 apresenta a interpretacao geométrica das integracoes dadas pelas
equacoes A.16 e A.17. Considerando o vetor J nos pontos r e t, o produto —J,(y, —
Yo) + Jy(za — 7o) nos dé o fluxo que atravessa a face overlinea0, ao passo que o produto
J(Ye — vo) + Jy(xe — 20) calcula o fluxo em Oc. Os sinais que aparecem estao de acordo

com o sistema de eixo local.
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Figura 31 - Representacao de J nas interfaces de integragao (5]

Substituindo as expressoes para as constantes A e B na equacao A.18, tem-se que

a integragao ao longo da superficie S pertencente ao elemento 123 resulta, em:

0 c
/ J - 7dS +/ J - idS = Cyapy + Cothy + Csths (A.19)
a 0

Onde os coeficientes sao dados por:

Cll — [(ya - yc)(y2 - y3) + (l’a — ZEC> (x2 — .173)] (AQO)
D

Oy 0= 93 = ) + (0 — ) (25 — )] (A.21)
D

1 = (8= v0r — ) + (@2 — ) — ) (A.22)

A.1.1.1 Contribuigdes do Elemento 123 para o Vértice 1

Vamos encontrar os valores das constantes C, Cs e C3 para o vértice 1. Para este

vértice, elas sao dadas por:

Cll _ [(ya - yc)(yZ - y3) ECE‘I — ZEC)(IEQ _ 1;3)] <A23)
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0y = (e =0 =) + (70 =)o — 1) (A.24)

g = (000 =) (50 )01 = 2) (A25)

Neste caso, tem-se que:

T+ T2
Ty =

T+ 3

Te = — (A.26)
Y1+ Y2

Ya
Y1+ Y3

Ye

Entao:

T9 — XT3
2

_ Y ;‘ Y3 (A.27)

Tg — Te =

ya_yc

Substituindo as expressoes da equacao A.27 nas equacoes A.23, A.24 e A.25, tem-

se:

@y —23)* + (32 — y3)?)]
Chy = — (A.28)

(e — @) (w3 — 1) + (2 — y3) (Y3 — y1)]
Chy = = (A.29)

[z — @) (71 — ) + (Y2 — y3) (Y1 — ¥2)]
Chy — - (A.30)

Onde o primeiro indice indica que a contribuicao foi calculada para o volume as-

sociado ao vértice 1.
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A.1.1.2 Contribui¢des do Elemento 123 para o Vértice 2

Vamos encontrar os valores das constantes C7, Cs e C3 para o vértice 2. Para este

vértice, elas sao dadas por:

0 = 8= 00n =) + (32 — )z — ) (A.31)

g = Lo = 03 = ) + (30 = ) = ) (A.32)

Coy — (Wa —¥e) (1 — v2) er) (a — ) (21 — 72)] (A.33)

Note que foi feita uma rotacao no sentido anti-horario nos indices. Neste caso,

tem-se que:

To + 3

g, =2 ‘; 2 (A.34)

Yo + Y3

Y1+ Y2

Entao:

xr3 —T1
2

Yo — Ye = vs ; h <A35)

Tg — Te =

Substituindo as expressoes da A.35 nas equagoes A.31, A.32 e A.33, tem-se:

[(m2 — x3) (23 — 1) + (Y2 — ¥3) (Y3 — y1)]
Con = L (A.36)

5 (A.37)
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2D

(A.38)

Onde o primeiro indice indica que a contribuicao foi calculada para o volume as-

sociado ao vértice 2.

A.1.1.3 Contribuigdes do Elemento 123 para o Vértice 3

Analogamente ao caso anterior, para calcular as contribuicoes dos vértices 1 e 2

para o vértice 3, fazemos mais uma rotagao no sentido anti-horario nos indices, ou seja,

as constantes C4, Cy e (3, sao dadas por:

Cyy — W = ye) (2 — ys) + (2

— xc)(x2 — 73)]

D

Cuy = W = ) (s — ) + (2

D

Cus = [(Ya — Ye) (Y1 — o) + (24

D

Neste caso tem-se:

T+ x3

I2+.T3

Y1+ Y3

Yo + Y3

Entao:

xTy1 — T2
Ty — =

Y1+ Yo
Yo — Ye =

(A.39)
—z.)(r3 — 11)] (A.40)
— ) (1 — 13)] (A.41)

(A.42)
(A.43)
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Substituindo as expressoes da A.43 nas equagoes A.39, A.40 e A.41, tem-se:

(r1 — 2)* + (y1 — yo)?

iy = s (A.44)
(22 — @3)(21 — 22) + (Y2 — ¥3) (Y1 — ¥3)]

o — < (A.45)
(23 — 21)(21 — 22) + (Y3 — 1) (Y1 — ¥2)]

Chy — — (A.46)

Onde o primeiro indice indica que a contribuicao foi calculada para o volume as-

sociado ao vértice 3.

Tendo sido calculadas as constantes Cj;, 1 < 4,7 < 3, do elemento 123 para os
volumes de controle associados as cada um dos vértices 1, 2 e 3, é possivel reunir essas

constantes em uma matriz C., 1 <i,5 < 3:

Cll C’12 Cl3
Ce = 021 022 023 (A47)
C131 032 033

Note que a matriz C, é simétrica.

Chamando

(o
¢e = w2 (A48)

¥

o vetor das fungoes de corrente no elemento 123, a contribuicao para os volumes

de controle do elemento 123, associada aos vértices 1, 2 e 3 do elemento e.

Uy
Ue = U2 (A49)

Uus

Pode ser calculada por:
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Ue = Cotf, (A.50)

onde C, é uma matriz 3 x 3 constituida pelos coeficientes Cij, 1 < 4,5 < 3 dos
vértices 1, 2 e 3.

O célculo da matriz C., e consequentemente, a contribuicao u., é feito para cada
elemento da malha. Portanto, é necessario adicionar todas as contribuigoes devidas a todos
os n elementos da malha. Como os elementos e os vértices da malha sao enumerados,
um procedimento para somar estas contribui¢oes consiste em calcular as matrizes C, dos
elementos e montar (assemble) uma matriz esparsa K, de dimensao nxn. As contribuigoes

para os vetores ., no caso de 1 prescrita, sao montados no vetor F', resultando no sistema:

K¢ =F (A.51)

Esse sistema linear é simétrico e é resolvido pelo método dos Gradientes Con-
jugados. Apds obtida a solucao, sao encontrados valores de ¢ determinados em todos
os vértices dos triangulos, ou seja, no centro dos volumes de controle nos quais foram

realizados os balancos de conservacgao de ).
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B APENDICE B - O METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Muitos problemas de engenharia podem ser modelados através de equagoes dife-
renciais parciais, bidimensionais, nao lineares e acopladas. A solucao analitica destas
equacoes ¢é limitada, devido a complexidade matematica. Para a solucao destes proble-
mas, torna-se conveniente a utilizacao de métodos numéricos e neste trabalho foi utilizado
os métodos de volumes finitos na se¢ao anterior e de elementos finitos (MEF) na atual
secao. No final desta secao é demonstrada a equivaléncia destas duas abordagens para
este problema.

O MEF é projetado para uso em computadores e permite resolver equagoes diferen-
ciais associadas a um problema fisico em geometrias complexas. Este método é utilizado
no projeto e melhoria de produtos e aplicacoes industriais, bem como em simulacao de
complexos sistemas bioldgicos e fisicos. A variedade de problemas para os quais o método
se aplica, cresceu enormemente, com a exigéncia basica de que as equagoes construti-
vas e equacoes de evolucao temporal do problema a ser considerado sejam conhecidas
antecipadamente.

O método de elementos finitos é uma ferramenta numérica para a obtencao apro-
ximada das equacoes diferenciais. Assim este método serd usado na solucao da equacao
3.10.

O uso de malhas nao-estruturadas na solugao numérica de problemas de mecéanica
dos fluidos estd se tornando cada vez mais frequente [6]. Isto se deve a facilidade com que
geometrias bastante irregulares podem ser discretizadas através do uso das malhas nao-
estruturadas. Tradicionalmente, o método dos elementos finitos sempre se destacou por
possuir grande versatilidade geométrica, porém, sem garantir os principios de conservacao
nos volumes elementares. Isso motivou a busca de métodos aptos a tratar geometrias bas-
tante irregulares e, ao mesmo tempo, utilizando as técnicas de balanco de conservacao
das propriedades no volume de controle. Tais métodos foram denominados Control Vo-
lume Based Finite Element Method (CVFEM) conforme relatado na se¢ao descrevendo o
método de volumes finitos..

Para obter os volumes de controle elementares a partir de uma malha nao-estruturada,
dispoe-se de algumas técnicas. Uma delas é a triangulacao de Dalaunay que constituem a

base da metodologia dos Diagramas de Voronoi, normalmente encontrada no método de
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elementos finitos.
Outra forma de se obter os volumes de controle nao-estruturados é através do

método das medianas. A Figura 32 representa volumes construidos por este método.

®

Figura 32 - Volumes finitos originados pelo processo da mediana [6]

A metodologia dos Diagramas de Voronoi e a formulagao tradicionalmente es-
truturada do método dos volumes finitos servem como referéncia para a avaliacao do
desempenho do método aqui desenvolvido.

Para validacao dos esquemas numéricos aplicados e comparacoes entre as meto-
dologias, o problema teste escolhido foi o escoamento em uma cavidade quadrada com
tampa deslizante na parte superior, assim como na validacao pelo método de volumes

finitos, que possui solu¢ao de referéncia em Ghia [52].

B.1 Montagem do sistema matricial usando Método de elementos finitos

Os elementos triangulares, como usados neste trabalho, demonstram ser uma
forma adequada para qualquer andlise bidimensional, pois uma malha gerada a partir
de triangulos pode facilitar representar de maneira precisa regioes delimitadas por fron-
teiras que possuem formas bastante complexas.

A matriz global é definida por:

Kd=F (B.1)

onde K é uma matriz de rigidez, d um vetor de deslocamentos e F um vetor de

forcas.



nel

K = ZKe
e=1

nel

F = ZF
e=1

a) Matriz de rigidez:

A matriz de rigidez local (por elemento) é dada por:

K, = B”DBdN

Qe

e o vetor de forcas (por elemento) por:

F;:/ NafdQJr/ N.hdQ =Y K
Qe Fe

onde N, é a funcao de forma associado ao né a.

Elementos triangulares de lados retos:

B=B,=VN, =
onde: a =1, 2 ou 3.

ON1  ONa

B¢ =—— oz ox
“ N1 ONp

oy oy

D=| °

0 k,

Sendo ¢ uma funcao de interpolagao:

ONg

ox

ONg

ON3

ox

ON3

¢ = 9181 + 922 + 9383
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(B.5)

(B.6)

(B.9)



88

Assim:

xp = 2161 + T28o + 383 (B.10)
Tp = &1+ y2lo + Yss (B.11)
I1=6G+&+8 (B.12)
11 1|4 1
1 To9 I3 52 - Ty <B13)
Y1 Y2 Y3 &3 | Yp
&1 1
A= &L | = Tp (B.14)
&3 i Yp i
&1 1
& | =A" gz, (B.15)
&3 | Uy |
) ToYs — T3Y2 Y23 T32

ATl = ﬁ T3Y1r — T1Ys Y31 T13 (B-16)

T1Y2 — T2Y1 Y12 T2

ill'ij = XT; —l'j
Yij = Yi — Yj

2A = detA = x91Yy31 — T31Y21

Como a matriz do elemento envolve derivadas das fungoes de interpolagao com
relacao a coordenadas cartesianas, elas devem ser transformadas em derivadas em fungao

de coordenadas generalizadas. Utilizando a regra da cadeia da derivagao, tem-se que:

ONg _ ONy 06 | ON, 0% N ONg 0&3
or  0& Ox  0& Ox  0& Ox

(B.17)
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ON_ 06y ONe_ 06 _am 0N 06 _yn
Ox oxr  2A° Oy oy 2A" Oz or 2A

ONy _ 0% _ wis ONg _ 0%y ONy 0% _ om
oy oy 2A° Oz or 2A Oy dy 24

Niz Noyp Nz, 1
B— 1, 2, 3, :ﬂ Y23 Y31 Y12 (B.18)
Nl,y N2,y N3,y T3z T13 T21
Assim,
) Y23 T32 i 0
K, — / B'DBAY = — |y v | | Yo / dQ. (B.19)
Qe 4A8 0 k}y T32 T13 T21 Qe
Y12 T21

Podemos verificar a equivaléncia de K. (B.19) obtida pelo método de elementos

finitos com C, (A.47) obtida por volumes finitos, para o caso k, = k, = 1.
b) Matriz de massa:

M, = [ NNdQ = [ £.6dQ (B.20)
QE Qe

Usando coordenadas naturais em 2D, temos:

Ellm!
kel em
dA =2A B.21
/flg?é?’ 2+Ek+1+m)! (B.21)
Se a = b (termos da diagonal)
|
M, = [ £d0= 242~ A (B.22)
Qe 4' 6
Se a # b (termos fora da diagonal)
1 A
M;, = dQ)=2A— = — B.2

Qe

Assim, a matriz de massa, fica:



90

211
A
= — B.24
=121 (B24)
11 2

A matriz de massa “lamped” é uma matriz diagonal obtida somando as contri-

buicoes de cada linha e atribuindo este valor ao elemento da diagonal.

4 00

. A A

ar, = | 00401 = §I (B.25)
00 4

Observamos que a matriz de massa “lamped” de elementos finitos é equivalente a

matriz de massa da formulagao de volumes finitos com malhas nao estrututradas.

My =V, I (B.26)

J& que o volume de controle associado a um vértice é o somatoério das contribuicoes

dos elementos finitos:

=3 (%) (B.27)

Portanto a discretizacao da equacgao da funcao de corrente,

V3 = —w (B.28)

resulta na seguinte solucao por volumes finitos:

K = —Muw (B.29)

Por elementos finitos usando a matriz de massa lamped, é exatamente a mesma.
De forma andloga, a solucao da equacao do transporte da vorticidade por volumes

finitos:

174 1%
YT K )Wt = 1 B.
(At )w Ap LW (B.30)

é equivalente a solucao por elementos finitos:
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ML ML
—K |t = & B.31
(At )w ALY (B:31)

Fica, portanto, demostrada a equivaléncia dos dois métodos neste trabalho.
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